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LIBER PRIMUS 

DE QUANTITATIBUS INFINITESIMIS 

DE CURVARUM QUADRATURIS, ET RECTIFICATIONIBUS, 
ET DE INTEGRATIONE FORMULARUM , 

QUi: UNAM SOLUM VARIABILEM CONTINENT . 

C ^ T U T ? “KI M U M 

^ De veta, ac germana quantitatum ioflnitefimarura idea. 



[Eometrz vetem, quam comparationem iaftitnere experunt inter 
redilinea, Ic curvilioea, ut tutam methodum Tequereatur ,fem- 
per confugerunt ad quantitates minores quacunque data. Nimi* 
tum ita augebant , & imminuebant re£lilinea , ut eorum 
rentia a curvilincis minor fieret quacumque data; tum nen fino 
. ^ maxima induAria, ac ingenii vi curvilineoram quantitatem, aut 

^portionem^determinabant, camdemque longo circuitu lervata evidentia geo« 
metrica demoofirabant.Hujurce methodi luculenta exempla invenies io Aichimcde, 
& Fappo, qoi feriptor iliuArioraGrzcorum inventa collegit, & ezpoluit.Qui 
nutem lequuti funt geometta^ longarum dcmooArationum peitzfi lemmata quz> 
dam przmirerunt, quibus brevitatis cauRa in peculiaribus perquifitionibus ute> 
xentur- Lemmata autem omnia hoc unico continentur. Quantitates, & quan« 
.litatum rationes, quz ita ad fe invicem accedunt, ut earum dificrentia evadat 
minor quacumque data , ultimo fiunt aequales. Propolitia hzc , quz maxime 
foecuoda cA, atque utilis, ita brevidime per dedufUoneni ad abfurdum oA;n> 
dhur. Si non zqnales, fient ultimo iozquales; earum autem differentia fit /3; 
ergo'nequennt propius ad zqualitatem accedere, quam pro data differentia D , 
quod deAruit bypocfaefira . Hinc tamquam corollarium colligat velim , quanti* 
tates duas, quz & ad alias ita accedunt, ut differentiz fiant minoret qui* 
buficamque datis, & dum augentur, aut minuuntur, femper eamdem rationemfer* 
vaot, ultimo eamdem rationem confervaturas. 

z. Ut ingeniofiAimam metbodum nobili aliquo exemplo declarem , placet 
eam, quam Archimedes tradidit ,Parabo!z quadraturam paucis exponere. Hanc 
ob rem prxmitto fimpliciflimuffl lemma, quod vix indiget demon Aratione. Sint 
duz quantitates inzquales qnarum differentia fit D; minori B addo di* 

midinm diSerentiz ideR — D,tum refiduzdifereatias — Daddodimidium— /7. 

a a 4 

atque ita deinceps; ajo, dlAerentiam inter A,8c B ita auftam evadere mino* 
rem quacumque data. Si negas, ponamusminimam quantitatumdiAerentiam ede 

— , exiAeate m numero unitarc majore; non caim diderentia poteA ede ma* 
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)or quun D; ManifcAuq^ eft, in fe^ oumeronun io dnpU proportione cre> 
tceociun t, a , » , i tu. inveniri peiTc numerum, qui major (it ouneron*; 
fic hic a”. Tot vicjbtw dimiiUa refiduarum diBeMotiaium addantur quantitati 
Di quot unitates ioroat in n. Differentia, qux fupereft, erit -^jfedhzc mi- 
nor eft — , quia a > m; ergo — non eft minima ;crgo tandem fit differen- 

fM m 

tia minor quacumque data. Idem dicas ve 4 m, fi dimidium differentis rcliqex 
fncceffivc demas a quantitate A. Multo magis fi quantitati fi lucccllive adaas, 
vel demas ab , plus quam dimid !um reliqux differcntix, evadet differeatia 
minor quacumque data. 

3. His prxmilfis du:atur in parabola BAD ( F/g. 1 ) chorda quolibet BD, 
qux dividatur bifariam in C, U per C agatur diameter O A, cujus vertas A ; 
junflis BA, DA elTjtmarur triangulum B A D ,quod diffl-rt a p^rabolico fpa- 
tio per duo Tegmenta DGA, BKA. Divifis AD, AB b farum in E, H, 
duiftirque diametris G E , K H, formentur duo tnangula ut (upra A G D, A K B. 
Additis duobus hifen triangu.is triangulo BAD additur plus quam dimidium 
difffrentix inter boc , & (patiam perabolicum , quia taxe triangula funt dimi. 
dia Mrallelqgrammoruffl circumferiptorum , qux fine dubio regmentu paraboli- 
cis Itint majora. Eodem modo, fervarifque iildem conditionibus cffi>raute qut- 
tuor triangula addantur tribus Tuperioribus , probabitnr addi plui' qoam dtmi- 
diuna differcotix a fpitio parabolice; atque luccefllve S. id, 3a &c. triangu- 
lit edditii , fumma triangulorum ad parabolicum fpatium ita accedet , ut 
differentia quacumqnc data minor evadat; igitur fumma triangulorum ultimo 
fiet Tpatio parabolico xqualis. 

4. Hxc quidem curvis aliis xqne conveniunt; fed in aliis curvis difficilli- 
nc fumma trianguloram determinatur, in parabola antem pereleganter. Nam- 
que iifdem pofitis ac antee, triangulum AGD^uod unum eft ez (erHndit,qux 
primo adduntur, ad triangulam B A D eft ut i;8. Ez punitis G , E agantur 
GM, EN parallelx BD.Conftat AN fore dioiidium AC, 3 c NE,feuMG, 
KfliCF dimidium CD.PrztereaMN erit quarta pars AC; nam cftA(J:AM.-: 

CD ; MG ergo A M eft qnaite pars AC;ergo etiam MN,feuGE 

erit quana pars AC, ent dimidium NC, aut £F. Hia pofitU 
Triangulum GED: EOF.'. -GE ;EF 

DEF: ADC::EF^ AC*.-: i.- 4; ergo 
G E D.' A DC: 1 :8. Igitur duplicatis antecedentibus 
ADG:BAD;:i:8. C^.E.D. Eidem methodo drmonffratur , 
triangulum item BK A effead B A D:; i .-S/quire triangula duo BK.A,DGA 
erunt xqualia. Similiter divifis reilis AG, GD, AK, BK. bifariam, deif f. 
q le congruis diametris, triangula, qux efforntantur eruat xqualia inter lc,& 
fmgula erunt nd alterutrum ez triangulis A G D , AKB:: t:i; ergo ad tri- 
angulum BAD:.* 1:8*. Similiter o£lo lipeis bifariam divifis, peradifquc..» 
omnibus, ut antea , nafccncur o<^o triangula xqualia, quorum fiogula habebunt 

nd BAD rationem i.*8^; finguls triangulorum fezdecim , qux (itqaaatur, e> 

ruat ad idem BAD::i.-8*; atque ite deinceps. (Quapropter quodlibtr ex fuc* 

cet- 
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cefliris triangulis a faqaeati fcrie 'exprimitur 

ABD. - 7 » -T» — > “T **• Itaque primum triangulum zquat 

* 8 * 8 * 8 '^ 8 ’ 

i.ABD, unum ex fecundis = ^. ABD, unum ex tertiis z= ~ABD,& 

8 

fic deinceps . 

$. Ad habendam «mnium triangnlorum fummara, obiervaidum eft , pri. 
Hnra trianguium unum ede, fecunda duo, quae kquunrur quatuor, deinde^ 
oAo, fexdecim, triginta duo, atque ita deinceps. Ergo feries luperior eritmuU 
tipiicanda per 

t> 4 > ^ > Id, 3s &C. , iive 

i,a, a,a ,»,a &c.; igitur fumma omnium triangulorum erit 

ARn * ****»*»*. 

“ 8 8 * 8 8 

A H ^ ^ 4 1 t Q Y 

ou, I, — ^ — , «e., CUJUS terminus gencralis = 

4 ^ ^5 ^4 ^5 

ABD. Cooftat ez methodo tradita in Tomo primo, fummam feriei , cujus 
terminus generaiis =: hujufmodi formula contineri A——. Pro «feri- 


te » — I, ut habeas A- 


B 


Hattc a fu^riore detrahens habebis feriei 


terminum generalem = ■ — 5_ — — — i L, — 5_— _i, Com- 

' 4*~‘ 4’ 4*^' . 4 4 '-'* . 

parans hunc cum fuperiori invenies-i A= t, vel S== — jergofumma feriei 

erit A ~=A Ad determinandam A^ fafta «=i, inflitue 

, J • 4* 3 4* ‘ 

inter fummam, & terminum generalem zqutiitatem, ut fiat A — — =i,aat 

4 4 ^ ^ 

Itaque feriei fiimma & forama omninm triangulo- 


3-4 


rum — . ABD Qu* fumma diffart a— A B Ddifferentia 

I 3.4' ‘ 3 3.4”'*’ 

fed hzs ~au£io numero « fit minor quacumque data; ergo fumma omnium tri- 
angulorum ultimo fit xqualis — ABD; fed eadem fumma ultimo aequat fpa- 
rium parabolicum;ergo fpatium jarabedienm = -^ ABD. Q.E.I. 

d. Porte fortuna accidit in parabola , ut triangula fubfequentia habunt ad 
antecedentia rationem 1:8, qu* nihil dependet a triangolorum lateribus, qua 
in proprietate innititne elegans, & ingeniofa demonftratio Archimedis. Verum 
* A a quo- 
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quoniam curv*aIIiEfimili proprietate plerumque cawt, iccirco ad aliam loage d!- 
verlam raethodam, nempe ad rcflangula inrcripca,& eircumfcripta lefe eontuieront non 
minus reteres, qu»m recentiorcs Geometrae. Sit curva quulibet A t), (f/j. »; 
cujus coordinatx AB, BD angulum reftum faciant. Divifa A B in partts *- 
quales Ae,e ae, aejei &c., quarum numerus =; » , duelifque ordinatis ei, 
aeai, ^eji &c., infcribintur. St circnnafcribantur eurvx- wSaaguU , ut in_, 
figura. Perlpicuum eif, differentiam inter reft togula eircumfcripta , St inlcripta 
precife effe xqualem u'timo circumfcripco reftangulo o -- i . a B D;-orgo int« 
eircumfcripta St fpatium curvilineum, iofr hoc 8 c inferipta differeutia erit mi- 
nor ultimo circumferipto reRangulo » ^ t . e BDyfed boc, panium Ae,eae 
&c. quantitate minuta, & aucto numero, fieri poteft miaus quocumque nato,' 
ergo differentia inter ri-ftingula eircumfcripta & fpatium, inter hoc K loteri- 
pta evadit minor quacumque data; ergo fumma reftangnioroin, v« ciKumUt»- 
pta fint, vel inferipta, ultimo el xquatis fpitio curvilmeo. f^are h determi- 
nare liceat, licet autem fxoifnme, cuinam quantitati ultimo nat aequalis tum- 
raa rc6):inguIorum , qux aut inferipta funi,aut eircumfcripta ; inveniemus quan- 
titatem, cui xquale eft fpatium curvilineum . Methodum tlluftremus extrapto 
ejufdem parabolx apollonianx. „ 

7. Itaque curva AD fit parabola, cujus axis A F , tMgenii autem norma- 
lia axi AB, pirameter vero = «. Vocata AB = ar, BD—i^ , erit xqoatio 
xx= ai/. Dividatur A B in partes xquites numero quarum unguix nant 
patet, fore Ex punft.s divifionis ordinentur ,vj<. 

ei, ie»i, jeji, 464! &c., qux analytico ita exprimentur : _ 

1 a a 1 a a 

i_ . Ii. . il. 1^.1 Scc. erg» reftangula eircumfcripta, nana 

o* e’e* S » 

circnmfcripta pro libito accipio, nempe 
Aei, eaeai,^ aegeji, 3C4e4i Stc. fierent 

i , il . £l! gce Horum autem fumma xqualii eft 

^ * 4 ' ' o 

quantitati duftx io famium feriei 1, 4» 9> ” • ’ 

qux coalefcit ex quadratis numerorum naturalium, eft algebraica fccundi ordi- 
nis, quia ejus dif&reutix fecundx conflantes funt, & habet terminum genera- 

lem=:a , Quare per methodum in Tomo primo traditam invenies ejus fum 
. Igitnr omnium reflanguloiua fumma 


? a 

mam = .2- -q- .2- -f- 


»-q 


4 


h 

i 4 II/ 4 


per differentiam 


a. j 


X 

. n 4 


fed = ergo fumma eadem 

Quapropter reaangulorum fumma major eft 


ana 


a.g.is 4 


_ ; fed bxc aucto namrro » evadit miaor qua- 

CUffl- 
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cumque dtu; ergo furama rfftangutorum ultimo fit = — ; fed fumma rt£lin« 

gulorum ultima zquat fpatium parabolicum A B O ; ergo fpatium A B D =: 
, - • . . . ■ ^ 

— . Quz quadratura adamuIBra cum fuperiorc coincidlt.. 

' 8i i^otTem oftendere, methodum hanc patere latiffime, neque deficere, ti< 
metfi ordinatz elfeot abfclffia obliqnz, quia in hoc cafu. non re^langula, fed 
parallelogramma cum circutnfcripta,tuminfcriptafimul fumpta ultimo eifentfpa* 
tio curvilineo zqualia. Satis- enim h:e: lunt ad veterum methodum indicandam, 
quod folum mihi in przfeotia propositum efi. Hoc unice omittendum non ef), 
methodum hanc non cHe temere ufurpandai» in curvis afymptoticis', qu-tlis elt 
BD. {Ftg. i ) Etenim differentia inter fpatium curvilinenm., 8t'redangulai»« 
feripta non eft primum redangulum A ei, fed hoc fimul cum fpatio infinite 
longo H-i D', de quo ignoratur, utrum minus evadat quocumque dato. Pri- 
mum vero reflanguSum circumfcripium habetur nulquam, quia nufquam curva 
' incidit io afjr nptotum. Quimobrem induftria , & cautione maxima opus eA-, 
quum quadranda veniunt Ipatia infinite longa indufa inter curvam,^ 8c alym- 
ptotum. Sed de his luo loco. 

* ^ None fpefkemus, quinam vin- Geomttre veteret curvaram tangentesde- 

aermtuabant , ut-djfcamus, quomodo uterentur ratiooibas, quarum, aiiSrenHa 
•vaderet minor quacumque data, incipiamus a circulo curva omnium nenifiina. 
Ad pundum £ ( Ftg.^) ducenda fit tangens circuli A,EB. Sit iuee T EL.A- 
guntur EM-, EH altera normalis, altera parallela dramerro A Bl Sumpto quti- 
cumque arcu Ef. agatur fecans EIK; demum accipe £H xqualcm dai«,.dt 
parallelam ordinat's age GFN tranfeuntem per punAum 1 , dc HL. occurren- 
tem, tangenti in L., beanti in K. Evideoa cft,..ita imminui polTe arcum EI, 
ut minor fiat qnocumque duo; igitur anqulua GEl^ feu LEK evadet miw 
quocumque dato^nam duAa dianaetro EC P,iundaquc IP angulus G E I = 
fed,. exiltente. arcu Ei minore quocumque dato, angulus P eAauiMIvquosaai- 
.que dato;, ergo etiam, angulus GEI, feu LEK. Igitur. 4iq6fl|uX.IK evadet 
imr.os. quacumque data; ergo, reti» LH ; H£ erit.qiudem major carione KK.' 
HE, fed eirum differentia eft minor quacumque data; ergo .dux. rationes iftx 
u't;mo fiunt xquales; fed ratio LH:HE eadem eft cum ratione GF:FE,& 
ratio K U ; H £ eadem cum ratiune 1 P : F E;crgoduxx'ationet G F.*F.E,l P.*F £, 
ultimo xquales. fiunt; atqui ratio GF-: FE. eadem' eft cum ratione ordiaatz ad 
fubtangeotero,. (ulicet EM.’MT;.ergo latio IftEE ultimo fit xqualis ra- 
tioni E M .M T fed F I .eft dtfteremi» ot^natarum £M,I-N,& MN diffe- 
rentia abIciQarum AM, A N ; ,ergo differcMia ofdioatx ad differentiam abfcil^ 
l'x ultima, fit, ut ordineta E M ad fubtangentem MT. Quare qui determina- 
verit, cuinam rationi ultimo fit xqualis diSeremia ordinaix ad difterentianu. 
abfeiflae, detesminabit quoque rubtragentem-, adeoque tangentem ducet. 

la Hanc rationem inveniamus 'in circulo. Vocetur radius. = e, abfcifta^ 
AM = », ejus diAcrestia M-N = dx, ordinata Vf £.=. 9 , - ejufque difBreotia 
redit. Ex natura cimis dux squatiofles oriuntur 

iax-~»x=nt/ I Prima, ex bcunda 

— axdtc — + I auferatur, nt fiat 

' 2 a d X 
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quibuf- 

cumqM 4atif, hzc ratio ultimo eidem cft cummione« — xj/;£rgo 
ultimo eft, ut < — x:j; fed dji:die ultimo eft ut EM:MT;ergox — 
ieu CM:ME le habet, ut EM;MT, ex qua analogia determinatiu eft ra* 
.lor^ittbtaageotii MT; qom' determinatio apprime cohaeret cum iliia, quz tra- 
•dantur in elemcotit , ex quibus coaftat , angulum TEC redum efle opor^ 
-tere, 

<ti. Methodas, quae caufla facilitatis io circulo ufurpata cft, valet in o> 
'ntoiboa servis coatioeis. Nam fafla eadem praeparatione, evidens eft accedenti 
;pusAo 1 ad E, evadere tam angulum LEK.,quam .interceptam LK minorem 
.quacunque data ; ergo squales ultimo fient rationes LH;£H, KH/EH; 
ioM 5c sationes GF:FE, 1F;EF; fed prima eadem eft ac ratio ordinatz 
EM ad lubtangentem TM; ergo ratio 1F:EF ultimo fit squalis rationi 
.£M:TM. Methodum applicemus parabols, cui fit zquatio MX—Ult; ergo 
aada >i quantitate <Sx, & Jt proportionali quantitate dji, nova orietnr squa» 

tio e* 4 - odx = ;<^+ i j/dy~hd3 , ex qua fi prima dematur,fiet«dx = a.yd.y 

*+-djr*, fivo dy: d*::»t‘%y-\~dy ; atqui, quum dy evadit miaor quacum* 
< que data, ratio mny-^Jif ult me fit squalis rationi «: zy;eTgo dy:d" ul- 
. timo oft, nt atqui dy:dx ultima cft ut.ji od futaogentem MT; ergo 

. p M ' 

^:zy::y:MT ; ergo MT=—^ =xx ex squationc parabols. Igitnrfub» 

tangens MTdupIa eft abreiflz, quod a nobis quoque in tomo fuperiore eft de> 
Bonliratum. 

la. Novi veteres geometras, poftquam bac methodo curvs tangentem de> 
terminalTent, alia via confuevilTe dereonftrationem proponere. Nempe ex pan- 
do E, ubi curva tangenda em , ducebant ordinatam ME, cui ex utraque par- 
te ducebant parallelas fetantes curvam, St eam, quz probanda erat tangens . Si 
intercepta tuter banc lineam & abfeiffam foret utrobique major, aut utrobique 
minor ordinata , celligebaut , dudam tineam effe tangentem . In primo cafu 
curva eft concava abfciftis, id fecundo convexitatem obvertit. Metbodus bzc 
genuina eft, quotiefeumpue curva ad utrimque plagam extendatur , Sciit ad eam- 
dem partem cava ; fed fi in eo punfto curva aut definat , aut flexum habeat con- 
trarium, methodus deficit. Quare eam anteponendam ceufeo methodum, quz 
utitrtur ratione, cui ultimo tic sequatis ratio dilTerrntis abfciSz ad differentiam 
ordinatz , quia nunquam eft ulli exceptioni obnoxia . Sed methodus quantita- 
tum aut rationum qualibet data minorum, tam fzpe a veteribus adhibita, latis 
fuperque cft explicata. Nunc quomodo ad rem noftram traducenda fit, accura- 
te eft declarandum . 

13 . Methodus duabus conflat velati partibns. In prima parte oftenditur , 
duas quantitates, aut rationes ita ad fefc invicem accedere, ut earum difleren- 
tia evadat minor quacumque data. In illis quantitatibus, quarum major immi. 
nui, aut minor augeri poteft, prout libet, res palam eft, neque indiget pro- 
batione; ita accidit duabus aibfcillis AM, AN, (Fig.^) quarum alteram mi- 
nuere pofsum ultra quofeumque limites. In aliis, quz ad (c/e certa quadam_ 
lege accedunt, res non eft lupponenda fed demonftranda;quod nos przftavimus 

in 


ixix— ix//x — ix* —%j/iy-\-dy \ er^ 

dy:dx::a—x fed quoniam dxjdy fiunt minores 


;k 
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in qaadratura parab«Iz ArchimnlBE, ubi triaiapula, qux futceiBv* (egmentii tiM 
fcribuntar, ita ad parabolam accedere oftendimus, ut corinn fumma difT.Tat a 
fpatio parabolico quantitate minore quacumque dat*. Io altera methodi parte 
revocato theoremate, quod initio per deduAionen ad abfurdum probatum elt, 
deducitur, eas quantitates, aut rationes ultit^iieri zqualcs. Adverte, non al* 
fumi tamquam zquales eas quantitates, aut rationes, quibas conveniat differen» 
tia aliqua, qnzcumque fit; fcd dumtaxat ex eo, qu^ differentia minor fiat 
quacumque data, fine par^oqifmi periculo demonflratur, diffrrentiaM ultimo 
evanefcere, nullamquc fieri, & quantitates, rationefve ultimo vere efle zqua> 
Ics. itaque zqualitas bujnfmodi obtinetur tantum in limite extreoio, ad queat 
quintitates, aut rationes ultra quamcumque menfuram accedunt, licet illum for- 
nffe numquam attingant. In demonfirationibua igitur, quz hac methodo pe> 
raguntur, nulla contemnitor quantitas neque magni, neque parva, fed quanti» 
fatrs,ritioneiqua ibi foiummodo dicuntur zqualcs, ubi nulla omnino fie earum 
differentia . 

14. Novi equidem, quantitates in limite fzpifGme nullss fi'ri. Nihilo ta» 

mrn minus limitis proportionem utile eft conlidartre, quia quintitattc aliz non 
nullefcentes in limite, quz eamdem proportionem (ervab»nt , in limite liniU 
riP-^roportionem acquirunt . Hoc clapllime apparet ia determinatione tangentia. 
Namque duz rationes IF; FE, GFr FE ( Fie. 4 ) diff.Tunt quidem loier 
fe, ili nt differentia fiat minor quacumque data / ergo in limite zqoalea 
Minr. At ubinam habetur limcs^ nimirum in punito E, cixunnbus cun hoc 
pun£l'S G, 1, F. At in hac hypothefi linez omnes GF, I F, £F nu*'z om- 
nino fune. Hoc qnidem non inbcior. Verumtamen L H , K.H, EH prioribus 
peponionalei , in limite non evanefeunt, fed finiiX ede perteveranc, aeque la 
hoc rationes duz LH.* HE, KH: HE vcriffimc zquales fiunt. Itaque qut 
fptilat limitis proportionem etiam in quantitatibus prerius evanefceniibus, de- 
terminat proportionem limitis omologarum quantitatum, quz in limite minf- 
me nulleicnot, fed finiiz ede perfeverant. Quod meibodi artificum maxime 
tttiit eft, quia elegantiam, 8c brevitatem demonftrationibus addit, neque fictu- 
ras implicat novii lineis, quz cum evanefccncibus eamdem proportionen con- 
fervent. Hoc apparet in determinatione tangentis, quz dependet a proportio» 
ne, quam in limite habent reAz IF, FE, ut antea declaravi. Quit non vi- 
det, rac demonftratienem eodem modo perficere, fi introducam novas lineat 
KH, HE prioribus propertionales, 8c io limite, in quo iffz non evanefeunt, 
carum rationem inveniam; fed brevius accidet, & elegantius, fi utar ratione 
limitis, ad quem IF,FE magis magifque accedunt, neque attingunt oifi evn- 
■efeentes. ^ 

15. Jam vero exutlcandam aft, quid fiat differeniiz, fluxiones, elementa, 
qnantititcs infiaitefimz, quibufeamque tandem vocibus appellentur. Per hzc 
nomiaa nihil aliud intelligas volo, nifi differentias quibnlcumque datis miiKfe 
res a veteribijC ifurpatts, ex quibus zqualitates, & proportiones ultimz, quz 
valent in limite, tuta confequiioae deduci poliant. Verum -ne ad fatreiatem, 
& faftidium repetere cogamur; quantitates iftz, aut rationes non diffirunt in- 
ter fe nili differentia minore quacumque data / ergo ultimo, 8c in limite » 
quales fiunt; brevitati methodi confulentes utimur compendio, 8c limitis zqua- 
liratem aflignamus quantitatibui, aut rationibus przdinn differentia quacumque 
data minori, non quod judicemus quantitates, aut rationes zqualet cife poiie, 
donec conlerveat diflereniiam aliquam quantumvis minimam ; fed quod certo' 

fcia- 
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fcitans, difierentiam uliitna, iic in limite nnllaffl fieri, & ibi quntititet, 
rationcfqae veiiOioM ae^uaka tfe. Qaod artificaam niiiil detrahit cvidMtiK,& 
petfpicuitaai dcmonftratioaii, qux quam unice reficiat cafum limitia , alttmia 
quantitatuffl equalicatibus, & proportionibus indiget. Hae autem obtinentur, 
fi didercotiaE quacomque data minores omittaotur , & tamquam nullae habean- 
tur. Fac igitur caveat, ne, methodo iniioitcGmocura , aut nuzionum hanc ju- 
muriam interas, quod ipla conteouiac differentias, que licet exiguae, tamca.. 
nuliee non lunc, & quod ea pro xqualibus bat>:at,qutbiu convenit aliquadif- 
ferentia. Nihil, hac methodo utentea, nihil omaino contemninui. Etenim dum 
dtcimut squales quantitata, & rationes, quarum diffsrentia cfi infio>tefima , 
aut minor quacumque data, non intelligimus eas aequales cilc, donec eatuaa.- 
differentia cli aliqua, led in limite^ ubi differentia omnino «uUa eli, quaefo^ 
lumodo contemnitur. Quapropter negligere differentias infioHcGaaaa, lc« ^o^ 
bulcumqne datis minores, k, pro nullis habere, .nihil -ei aUud, quam limttii 
verillimas atquelitates , & proportiones determinare. Quz quum ita fint, juro 
optimo CeU Nevvtonns fp^avit fluxiones , aut quantitates iiifioiicfimu non 
nt determinatas, fed ut evaaelcaotes,auc aafceoies. Nam fi fpeAeotur aut poft- 
quam evanutriiu, aut antequam naua fuerint, quum 4101 omnino nullz , cIp 
rum proportio prima aut nliima, quz valet in linite, terminari nullo -m». 
do poteli. Si vero (ptelencur ut nalccntei, aut ovan«{wntet,-hoc eff dum fnnt 
qiuiibec dau minorrs, theoremata fuppetunt tuiiffinum meib^ra d«terigi»aa> 
di e<ram primam , aut ultimam proportionem , quz «ufqnam habotor nifi am. 
lim.te . '' 

id. Hs clariOSme, nt mihi videtur, expKcatis, declarandum efl,qnom«>> 
do oriantur diverfi infloitefimorum ordines, quot hzc methodus masiffio cua 
fruclu advocat, 8c ufurpat. Hoc non obicnre palam facit methodus antea trn« 
dita determ nandi tangentes. Etenim iildem politis, ouz entei , conflat fore 
U K.. K L:.* F l:i G ; ( ftg, 4 ) ergo quum KL, Fl evadant infinitefimz , 
leu minor.:s quibufeumque datis, erit GI quarta propcrtionalis pofl HK, qus 
inter nata numeratur, & duas inflnitefimas LK, Gl, quas dicimus innaite* 
fima primi ordinis . Vocanda igitnr erit -G I infinitalimn ordinia fecundi . Jam 
vero bcuci X.U, HK, qtz non differunt nifi quantitate iafinitcfimt, zqualet 
in limite ceniendz fnnt; ita GF, IF inflnitehmz, quz non differunt nifi 
qnaoticece infinicefima fecundi ordinis, hoc eft infinUebma retate ad ipfa$,eo- 
Sem )ure zquales erunt in limite . 

17. Sed diverfoi infiaitefimonua ordines elatius deducimus ex parabolarnm 
lamilia. Sit primo parabola apolloniana, A LC (Fig.j) cujus axis AB, tan> 
geni AE,8c cujus zquatio, fumptis abfcilfis =x in tangente, & ordinatis ^ 
rallelis nxijfit ag=zjiM. Accipiatur infinitefima ACL& agatur ordinata DL. 
Erit ex natura parabolz u:AO::A-D;DL; ergo DL tertia proportionalis 
poA finium & infinitefimara primi ordinia infinitefima fecundi ordinis eft ap- 
pellanda. Similiter du£ta parabola cubica AMC, cujus zquatio eft n jr=x^, 

A D* 

quv fecet DL in M, eritn::AD;r :;DM; fed AD efl primi ordinis 

1 * 

iiifiaitefima , fecundi q ergo D M ad tertiam ordinem fpedabit . Eodem 

^ . J 4 • • 

fflodo DN ordinata parabolz quadrato quadntiez zquationii mJ/ — » ,eritin- 

fini- 
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fioittfima qoirti; enim «:.*AD:: DO.qu* ordinatarpi. 

nbolx quinte poteftatis, erit infinitefima qu'nti ordinis. Adverte . duda re> 
Aa AC lecante bifariam angulum reftum A, ia quam incidat DM produfta 
in P, fore continue proportionales DP, DL, DM, DN, DO &c.eftenim 

DP = AD, DL=— - , DM=~, DN= atque ita deinceps. ■ 

m 

t8. Ne tamen putes, hos ordines ita definitos elTe,ut inter bos nulli exi- 
flant ordines medii ; quin immo multi exifiunt ultra quemlibet numerum , & 

limitem. Eorum autem gradus indicatur ab exponente m parabole*"’ , 

exiftente m numero frado, & majore quam unitas. Itaque fi m medius fue- 
rit inter i,&a,ut— , ordinata infinitefima erit media inter primum 

ordinem , & fecundum , & orda eo erit major, quo major erit numerus m; fi 
m medius fuerit inter a, 3, ordinata infinitefima erit ordinis medii inter fe- 
cundum, & tert'um, atque ita deinceps. Adde inter infinitefimum primi, & fi- 
nitum medios quoque efie ordines tam multos, ut omnrm numerum, & limi- 
tem excedant. Hoc palam fi:t, fi eafdem par boias non ad tangentem, fedad 
axem referas. Divifo angulo redo BAE ( Ftg. 6 } bifariam re£ta AC, fum- 

ptaque AE = EC = *,defcribantur parabolae aequationum ax—yy^ 

a x~y Scc. fumptis abfeiflis =x in axe AE, 8c fumpta AD infinit fima , 
qux dicitur primi ordinis, exciretur normalis DPO. Enitente AMC para- 
bola conica xqu<tioois ax — yyy erit DM media proportionalis inter finitam 
:=*, & infioltefifflam primi ordinis AD; adeoque erit infinitefima ordinis 

Similiter DN,'qux definit in parabolam xquationis erit ordl- 


* 1 t 4 . . I 

nis — ; DO ordinata parabolz zquationis a x=y erit ordinis atque ita 
deinceps. Inter bos alii pariter innumeri exifiunt ordines, quos determinant 


parabolae aequationum a x”’=^, exiftente m medio inter duos numeros na* 

taralu: ordo enim determinatur a fraSioae — ; ut fi m = — ,ordoerit— , 
I »» J S 

qui medius eft inter 1 & — ; Gc de aliis. Adverte, arbitrarium omninoelfe, 

conflituere in primo ordine potius AD, quam DM,aut aliam quamcumque; 
fed fpe£lata una tamquam primi ordinis, ordo reliquarum eft definitus. 

19. Qux diAa funt de infinitefimis, opportune transierenda funt ad infini- 
ta, quo nomine intellige quantitates majores quibufcumqve datis, per quas fit 
tranfitus ad eas, qux valent in limite, proportiones ultimas inveniendas. Quam 
ob rem fit hoc lemma. Quantitates, & quantitatum rationes, quarum data fit 
difierentia, fi ita augeri pollint, ut evadant quibuicumque datis majures , ul- 
timo fiunt xqualcs. Quantitates, aut rationes ctefeentes liqt M, N, quarum.^ 
Ttm. li. * B ditie- 
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differentia dau femper fit = D. Acete datam, & coaffantem =t>i, & fac ut 
M.'D::m:d. Manifeflum eft, decrekere d CHffcente M, & quidem propur» 
tionaliter; ergo ita crefeente M, ut eeadat major quacumque data, ita mi« 
nuetur d, ut fiat quacumque dau mioor,* igitur quum dux quantitates m, 
tnstd ita ad fefe accedant, ut earum differentia minor fiat quacumque data, 
ultimo funt xquales; ergo etiam quantitates proportionales ultimo 

xquales fiunty atqui M:± 0 = N; ergo M,N prxditx differentia data i3, fi 
fiant majores quibufeomque datis, ultimo ad aequalitatem perveniunt. Advertn 
lemma boc valere eodem modo, G crefeentibus M, N non folum decrefeat £>, 
( quod per fe evidens eff)fed etiamficre(cat,dummodocrefcendo datam aliquam 
quantitatem non poOSt fnperare . Nam fi M,N diferrent differentia C, ulti- 
mo xquales evadercni^ ergo potiori jure xquales fient, fi habeant differentiam 
minorem, qux fncceluve accedat ad C. Per hujurmodi lemma fit, ut quemad- 
modum per quantitates, & rationes qaibufcumqne datis minores determinantur 
proportiones ultimx,qux valent in limite continuedecrefeentium, ita perquan- 
titates quibufeumque datis majores proportiones ultimx determinentur, qux va- 
lent in limite continue crefeentium. Verumtamen illud intercedit diferimen in- 
ter duos limites extremos, quod decrefeentium limitem aliquo modo licet affe- 
qui, non quod quantitates bant individux, fed quod evanefeaot prorfus, nul- 
Ixque evadant; (ed limitem crefeentium numquam aflequimur , quia tametC 
quantitates ultra quemlibet datum terminum tranfire poffint , tamen fieri ne- 
quit , ut fiant abfolute infinitx . Attamen accidit non raro , ut hujufec limi- 
tis proportiones in ufum veniant, ut apparet io duabus lineis re£lis lefe inter- 
fecantibus, in quibus fi punAum concurlus recedat in infinitam, ex proportio- 
nes exurgunt, qux reapit locum babenc in parallelis. 

_ 20 . Io infinitis diverfi ordines per parabolas eodem modo dillinguentur, 
ac in infinitefimis. ProduAis reAis A E, AC, (Fig.$ ) producantur item pa- 
rabolx ALC, AMC &c.; tum acceptx infinitx AF excitetur perpendicularis 
fetans A C in Q, parabolas vero in G,H &c. Quando eft d.'AF=FQ:.* 
FQ: FG, & AF, feu FQ. eft infinita primi ordinis, erit FG infinita fecun- 

F O* 

di . Item g : F Q; F H, qux erit infinita fecundi ordinis, atque ita 

de .reliquis. Ordines inter bos mediet prxbebunt parabolx medix, perinde ac in 
infinitefimis. Eodem modo determinantur ordines medii inter finitum, 8c infini- 
tum. Nam produAis rcAisA E, AC, parabolis AOC,ANC&c., 

infinitx abfciffx A F ordinetur F 1 Q. Liquet F K ordinatam parabolx apollo* 


nianx efle infinitam ordinis-^, FH ordinatam parabolx cubicx infinitam ef- 

I ^ 

fe ordinis — ;atque ita de aliis. Ordines inter hos medii a mediis parabolis defi- 
nientur. 


21 . lllnd cnrandnm eft feduIo,nt ad determinandas limitum proportiones non 
negligantuT nili illx quantitates , qux prx illis qux comparantur, minorem ra- 
tionem babent quacumque data . Ut fi comparanda veniant elementa ordinis fe- 
cundi iofiaitefimorum , negligi non debent nili elementa ordinis tertii, aut faltem 
ordinis fuperantis fecnndnm : contra fi comparentur duo infinita fecundi ordinis, 
non funt omittenda nifi infinita ordinis ant primi , aut qui fit infra fecundum . 
Neque nos hoc adnotaviffe fuperfiunm pnus ; namque non raro AuAoies etiam 
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im obfcuri Bominis in boc ptralRcifml geniu Itpfi fant, ut poftqino probavcii 
riut, qiuntiMtem aliqutm iofiniterimim cflie, ftitin eim neglexerint, licet da« 
ttm haberet rationen^cum qoantiatibns, qnz ad problematis folationem inter 
fe erant comparande. Quamobrem plurimam intereft ad paralegilmi periculunu 
fugiendam tuta poffiderc criteria, qaibna cogno(camut,ad quem ordinem quanti» 
tatea pertineant . Hujnfmodi criteria acentate propofuit Hieronymus Saiadinns edi» 
to libello, quem iolcriplit Elemtfua Geometrite Infinitefimarum .Qax in hoc ma- 
gis elementaria lunt, fcquenti capite compleflemur. Reliqua opportanit in locis 
Oilponemus. 


C JIT V T SECVNDVM. 

De clementis Geometrix Infinite/imotum . 

E Xpofita praecedenti capite genuina notione quantitatum infinitelimtrum , or« 
do , & neceffitas poftulat , ut proponamus prim^ eaque precipua elementa 
Geometrite earumdem quantitatum, Icilicet illius feientiae, qux fpeflat relatio- 
nes magnitudinum inhnitefimarum ; bxt enim fcientia , quum proprias habeat ro» 
gulas, & praecepta, quz a vulgari geometria aliquando non parum diferepant,* 
valde neceflaria videtur ad evitandos paraiogifmos, ubi per methodum aut {ya- 
theticam ,ant analyticam infinitefimonim proprietates expenduntur. Totam autem 
rem expendimus fequentibus theorematibus. 

I. Propofitio prima . Si dux quantitates AB, DE(Ft?. 1} differant a dua- 
bus AC, DF inbnitelima quantitate, ratio AB ad DE non differt a ratione 
ACad DF. Dem. ACtOFeff in ratione compolita A C.- A B, A B.*D E, & 
pE:DF,- Ted rationes AC:AB,& D E .■ D F non differunt a ratione xqua» 
litatis; ergo ratio AB: DE non differt a ratione AC: DF. 

2. Scboliuir. Quantitas infinitelima B ex.gr. poteff referri ad aflignabilem A 
duobus modis . Fnmum quatenus magnitudinem auget vel minuit, h ip(i adda- 
tur , vel dematur . Hic vero quantitas B pro nihilo habetur , quia ex ejus 
additione, vel detradlione nihil mutatur proportio magnitudinis A ad aiiam^ 
quamlibet allignabilein,quum mutatio minor (it quacumque mutatione ailigna- 
bilij,’ atque hinc patet nihil referre utrum magnitudo B ut major minorve mo- 
do Iit infinitefima. Deinde potell referri quantitas B ad quantitatem A, qua- 
tenus in ipfam infinities ingreditur, 8 c infiuities repetita ipfam conftituit . Quod 
nihil fane aliud eft, nifi confiderare proportionem, quam habet A ad B; qux 
proportio utique infinita eft, nec ullus aftignari poteft tantus numerus, qui 
ipfam exprimat. Hic vero plurimum refert, utrum quantitas B Ct major, vel 
mioor; etenim quamvis proportio finitx A ad infinitefimum B llc infinita , 
tamen erit duplo major, fi B fuerit duplo minor, 8c omnino tanto major erit 
proportio, quanto quantitas B minor erit. 

3. Ex bis illud fequitury li duabus quantitatibus affignabilibus AB,CD 
(F(g. a) addantur iofinitelimx dux qualefeumque fint BX,DY, proportio aflignabi- 
lium nihil mutabitur, ut demonftratum eft in Theoremate, & iplarum magnitudi- 
nes xedem xftimabuntur qux antea. Licebit ergo ponere AX.‘CY:;AB:CO; 
nibilque impediet, quominus euclideis infiftens demonflrationibus , & invertea- 
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do argumcaterit; ergo C Y : A X .vC D : AB; & alttrnaniio ; em A 3 T.* A B.-; 
CY :C D.' & conpooendo • weo A X-t- CY : CY.-: A B-^CD: CD ; St 
divideado ; ergo A X — C Y ;C Y : A B — C D ; C O. idque perpetuo licuit, 
donec quantitates tantum affignabiles A B^ AX, CD, CY, AX — CY, 
AB — C D in proportionein venerint . 

4. Tdmctfi Bcqoe invertendo , neqae alternando , neque componendo ex 
illa proportione AX;CY :.-AB;CD nullae aliae quantitates piastcr quam 
al&gn tbiies in proportionalitatem venire poffint ; tamen dividendo prodire po- 
terunt, & in proportionalitatem venire duz infinitefimz BX,DY.Quod tum 
accidet, quum polito A X/ A B;: C Y: C D dividendo argumenteris; ergo A X 
— A B/ A B.-; C Y — CD; CD; five BX; A B.-: DY: C Dj vel quod eodem 
recidit AB;BX;:CD; DY. Quod fi quantitates infinitelimae BX,D Y ia 
proportionalitatem venerint; argumentationem illam , quam dividendo inftitui- 
fti , & unde infinitelimae illa; prodierunt, pro falla habebis; nifi forte minimx 
quantitates BX, DY pofitz ab initio fuerint proportionales quantitatibus AB, 
CD, vel a duabus, quz fint ijldem A B, CD proportionales, differant quan- 
titate infinitellma ordinis fuperioris refpejfu ejus ordin's, in' quo funt iplz quan- 
titates BX, DY. Etenim fi BX, DY fint qoalelcumque, erit etiam qualif- 
cunqne proportio AB, ad BX, & qualifcunque pariter erit proportio CD ad 
DYjSc poterunt proportiones bz duz diverfz effe ; nec tuto poni poterit AB, 
BX.-.- CD, DY. 

5. Quare fi in triangulo ABC (F/?. ^)duda fit linea reAa DE abfeindens 
mrtes infiniteflmas quafcunque A D , A E , licebit ubique ponere A B .- A C .- : 
DB: EC, & AB: DB;.-AC.- EC; neque hinc tamen licebit dividendo ar- 
gumentari, ergo AD.‘ DB.-.-AE,- EC, nifi ab initio poGta fuerit linea r»' 
Aa DE parallela re£fz B C , vel diferepans a vero parallelilmo quantitate infi- 
niteflma, abfeindens tineolas DA, E A eandem habentes inter fe proportionem, 
quam habent linezreflz AB, AC . 

d. Propolitio fecunda. Pofita ferie finita quantitatum ejufdem ordinis con- 
tinue proportionalium AB, CD, .M N &c., (Fi;?. 4) cujus duo proximi termi- 
ni AB, CD differant quantitate infinitefima S D,- dico, omnes proximos ter- 
minos fiuitz feriei differre quantitate infinitefima ejufdem ordinis. Dem. Quo- 
niam MN ell ad CD^, ait CD ad A B ; erit etiam dividendo MN — CD ad 
C D, ut C D — A B ad A B ; hoc eft N L erit ad CD,ut DSadAB,& per- 
mutando N L ad D S, ut C D ad A B; fed C D & AB funt ejufdem ordinis ; 
ergo differentiz NL, DS funt fimiliter ejufdem ordinis. Quumque eadem de- 
monllratio repeti podit per omnes terminos hnitz feriei , patet, d fErentiam.. 
duorum terminorum , qui proximi funt , effe infinitefimam ejufdem ordinis Q. E D. 

7. Propofitio tertia. Si fint plures quantitates &c. ita determi- 

natz , ut B Iit infinitefima refpcflu A; C fit infinitefima refpeffu B, & fic 
deinceps; dico, C effe infinitefimam refpe 61 u A ejus ordinis, qui rclultat ex fum- 
ma ordinis C refpetlu B, cum ordine B refpeiBa A. Dem Quantitas C ut eva- 
dat ejufdem ordinis , ac ell quantitas A^ tranfire debet per tot infinita , qnot 
funt unitates in numero ordinis C refpe£lu B, & in numero ordinis B reipe-- 
£lu A . Ergo numerus ordinis C relpedln A babetur. Ii addatur numerus ordi- 
nis C refpedu fl numero ordinis B refpeftn A; tdeoque ordo C refpe£lu A 
rclultat ex lumma ordinis C refpedlu B,& ordinis B refpeflu A. Q E. D. ■ 

8. Propofitio quarta. Si fint plures quantitates A,B,CStc. infinitefirrz 
cujufcumque ordinis; erit fa£lum omnium quantitatum przJi^larutii infinitefi- 
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nam eins ordinis, qui refnliat ex famma ordinum quMtitttum B,C &«» 
Dem. Amantur totidem quantitates aflignabiles u^asecuoque <s, A,r &c. quot 
fnnt quantitates iofiniterimz A,B^C &c. ; tum nat ad d*, ut ^ ad B; X 
ad X, ut r ad C &c. Fa£lum omnium quantitatum afiignabilium a,h,e &A. 
eft ad faAum omnium quantitatum A^B^C &c. in ratione compofita «ad /f, 
i ad B, r ad C 8cc. feu in ratione compofita a »A A^ A ii S , S X &c. 
feu in ratione a ad X. Sed X refpcdu ad aflignabilem « eft infinitefima ejus 
ordiais, qui rcfnltat ex fumma ordinis X refpeAu i*, & i* ref^iiiu A y 8i A 
tefpeAu «, per 3. prop.; ergo fit^lum omnium quantitatum ioiiniterimarum A, 
B, C &C. ^ ejus ordinis, qui refulut ex fumma ordinum omnium quantita- 
tum >f,B,C&c. Q. E. D. 

9. Propofltio quinu. io circulo fi anguli ad centrum vel ad peripberiam 
lunt infinitefimi cujufcunque ordinis; erunt etiam arcus quibus inIiHunt iafiDi> 
tefimi ejafdem ordiais, & viceverfa. Dem. Anguli (ive ad centram five ad pe- 
ripheriam proportionales funt arcubus quibus iuliunt , 8c viceveria , fed angu- 
lis finitis refpondfst arcus finiti, & viceverfa; ergo infiaiti.Tim''S infinitefimi. 

10. Propofitio fexta . In circulo arens BC ( f 'tg.% ), & chorda BC funt 
ejufdera ordinis. Dem. Sumatur arcus BC in peripberia circuli quoties fieri po- 
tef), & arcubus ducantur fubtenfx, qux omnes aequales erunt chord.e BC. E- 
rit arcus BC ad fummam omnium arcuum in peripberia ruaipi.'tum , ut fubtenfa 
BCadfummam omnium fubtenfacum refpondentium ; fed fumma omnium ar- 
cuum, & fumma omnium lubtenfarum funt ejufdem ordinis; ergo etiam arcus, 
St chorda. 

11. Corollarium primum. Duffa ex centro A refla A IVI fecante bifariam 
arcum BC in M,bzc bileci>bit quoque cburdam in K ad angulos refles i adeo- 
que CR erit (inus reflus anguli CAM;binc finus reflus & arcus cujulcuuque 
anguli funt ejuldem ordinis. 

Corollarium fecundum. Anguli five ad centrum five ad peripberiam funt 
ciufdem ordinis ac funt arcus per hanc prop.; fed arcus funt ejufdeffl ordinis, ac 
funt finus reSi per coroll. s. hujus prop.;ergo anguli funt ejuldem ordinis, ac 
funt finus re 3 i. 

Corollarium tertium. Hinc in triangulo, reflangulo ac proinde in trian- 
gulo quocumque, cujus anguli funt omnes finiti, latera funt ejufdem ordinis. 

12. Propofitio leptima. In triangulo reflangulo, & acutangulo unus dun- 
taxat angulus efie poteft infiniiefimus; in triangulo vero obtufangulo duo an- 
guii efie pofiunt infinitefimi, & quidem diverfotum ordinum. Dem. primz par. 
bi duo annuti ellent infinitefimi in triangulo reilangulo. St acutangulo, quum 
tertius ex oypothefi fii reflus,aut acutus, hinc fumma trinra angulorum in trian- 
gulo non zquiret duos refios, quod eft abfurdum . Dem. a. par. In triangulo 
cbtufangulo duo anguli infinitefimi cum angulo obtulo pofiunt conficere lum- 
mam duorum reflorum . 

I). Propofitio oflava . In triangulo acutingulo fcaleno ABC (P^.d) fit an- 
gulus Biafiaitcfirouspnmi ordinis, duorum reliquorum angulorum A, & C minor fit 
C . Dico primum, difierentiara anguli C ab angulo reflo efie infinicefimam primi 
ordinis. Dico deinde, differentiam anguli A ab angulo reflo polle efie infinitefi- 
mam cujufcumque ordinis. Dtm. prt. par. Ex angulo B demittatur normalis B D 
in bafim AC,quz aornulis cadet intra triangulum ABC; erit igitur triangu. 
Ium ABC divifum in duo triangula reflangu^a ADB,CDB. Ergo angulus 
A cum angnlo A BD zqualis eft angulo C cum angulo CBD; fed exbypothefi 
. an- 
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MgultuC niiDor«ft angulo A;ergo angulos CBD major eft angulo A BD;a<ieo« 
que major efl dimidio anguli ABC; hinc angulus C B D eft iofinitefinus prini 
ordinis; fed angulus CBD eft differentia anguli C ab angnio tt&o; ergo angu> 
lut minor Cdiffert ab angulo refio quantitate iofinicelima primi ordinis, Q.E.P. 
Pars fecunda patet per fe. 

Corollarium. Hinc angnli A, & G poffunt differre quantitate inftniteftnuL^ 
cnjufcnnqne ordinis incipiendo a primo. 

14. 1’ropolitio nona. In triangulo reSangulo BAC(Fig.7.)R nans ex an- 
gulis «X. gr. C fit infiniteflfflus primi ordinis , erit latus oppontum B A infioitefi* 
mum cjufdcm ordinis; reliqua vero later» AC, BC infinitefunum angulum con- 
prehendentia differunt quantitate infinitelima fecundi ordinis. Et viceverfa fi u* 
num ex lateribus angulum redum continentibus ex. gr. BA fit infinitcfimum.. 
primi ordinis, angulus ipfi oppolitus C erit infinitefimus ejufdem ordinis. Dems 
pri. par. In Triangulo re£langulo B AC fit angulus A re£)us, latus optofirua 
ipfi eritBC,quod accipio pro fimi toto;erit BA finus reSus anguli C; ergo la- 
tus B A eft ejufdem ordinis, cujus eft angulus C per Cor. a.prop.d. Q E. D. Dem. 
fec. par. Centro C intervallo C A abfcindaturCM aqualis C A ; erit BM differen- 
tialaterumAC, BC;quumantem reftangulumBMinBC-f-CA aquetnr qua- 
drato B A , erit ut A C 4 - C B ad 6 A , ita B A ad B M ; etgo ordo rc6lz B M 
tefpcftu BA idem eft ac ordo rc6ia BA refpefla BC; adeoque BM refpeAu 
BA efl infinitelima primi ordinis; ergo BM refpeAu BC eft infinitelima fecun- 
di ordinis Q..E, S. Pars tertia patet ex corollario a. Prop. VI. 

Scbolium. In hoc capite deinceps quantitas infinitefima,qaz eft bafis, utita 
dicam, hypothefis, canffa claritatis accipietur primi ordinis, licet demonftratio 
fefe extendat ad quamcumque faypothefim infinitefimorum. 

I Propolitio decima . In triangulo acutangulo fcaleno B A C ( Fig. 8. ) po- 
lito angulo C infipitefimo primi ordinis, erit latus oppolitum infinitefimum ejnf- 
dem ordinis; reliqua vero latera BC, AC differre poDunt quantitate infiniteft- 
na eujufcunque ordinis, incipiendo a fecundo; 8c viceverfa Ii latus unum B A ftt 
infiniteGmum primi ordinis, erit angulos oppofitus C infinitefimus ejufdem or- 
dinis . Dem. pri. par. Ponatur angulus A minor angulo B . Quoniam angulus 
. A ex bypotfaefl eft fioftus, 'hinc dutda ex angulo majori B normale 6R io latus 
CA, erunt in i 3 affy|Mt».j«a^iipnlo A B R fmus totus AB & finus reffus BR 
ejufdem ordinis per corol. a. ^pV d. ; ftd liiiM lilhit B R eft infinitefimus primi 
ordinis per prop. p. ;ergo latus A B erit infinitefimus primi ordinis, Q. E. P. Dem. 
fec. par. Alignius dentos A differt a reifio per angulum ABR infinicefimunu. 
primi orihiis per prbp. 8. ‘etgo in triangulo redlangulo ABR reda A R eft in- 
finitefima refpwd AB ejufdem ordinis, cujus eft A B refpr^iu A C per pri. par. 
In^ns prop., adeoque AR eft refpeAu AC infinitefima fecundi ordinis; fed CB 
excedit CR quantitate infinitelima fecundi ordinis per prop. 9. ; ergo latera AC, 
CB diflferro non poffunt nili quantitate infinitefima fecundi ordinis, vcl alterius 
ordiais fuperloris Q. E. S. ParS tertia patet ex demonf. pri. par. 

t6. ProMfitio undecima, la triangulo ebtufangulo BAC ( Fig.^. ) Ii fo- 
lus angulus C fit infinitefimus, erit latus BA oppofiium infinitefimum ejufdem 
ordinis; reliqua vero latera BC,CA differunt quantitate infinitefima ordinis 
Iplius angnli C; & vicevafTa fi unus ex angulis acatis ex. gr. B fit finitus, & la- 
tus tantum-, quod Oontinetur inter angulum obtufum A & acutum finitum B fit 
ipfinitrfmam , erit angulus C oppofitus infinitefimus ejufdem ordiais . Dem. pri. 
par. & sagulo obtufo A demittatur normalis A R in latus BC; erunt anguli 

et 
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B, et BR A, R AB finiti; hinc AB, BR, R A funt ejafdem erdiois, per w 
rol. 9. prop. tf.; fed AR elt ejufdem ordinis cujas eft angnlus C per 9. prop. 
Ergo B A , BR 1 'ant ordinis ejutdeas cujus eft nngulus C ; Q, E. P.^Par. fecun. BG 
excedit CR qautiute iofinitefiint BR ordinis anguli C, (ed CR non di/icrt e 
CA nifi quantitate infinitefima fecundi ordinis per 9. prop. Hinc (, cum baec le> 
eunda differentia bt infinitefima refpeAu ad peimam BR ) BC excedit C A quan* 
titatae infinitcGma ordinis ejufdem cujus eft angulus C ; Q.. E. S. Pars tertia pa- 
tet ex Dem. pri. par. 

17. PropoGtio duodecima. In triangulo obtufangulo ABC ( F/e. to.) in 

2 UO angulus unus C eft iofinitelimus primi ordinis, fl angulus obtufus A BC major 
e angulo reflo quantitate infinitefima cujurcunque ordinis incipiendo ab ordine..» 
primo; erit differentia laterum angulum iofinitefimum comprehendentium infini- 
tefima fecundi ordinis; G vero angulus obtufus ABC major fit angulo rcAo 
quantitate infiaitefima ordinis inferioris relate ad ordinem anguli C ex. gr. fi Gt 
bzc diSerentia primi ordinis; angulus vero C fecundi , differentia laterum C A, 
C B erit infinitefima ordinis, qui refultat ex fumma ordinis anguli G cum ordi- 
nc differentis anguli A B C a redo , fen tertii ordinis . Dem. pri. par\ Ex puodo 
B erigatur normalis BS ad BC; erit angulus ABS differentia anguli ABC a 
redo. Quoniam angulus A BS, vel eft iofinitelimus primi ordinis vel ordinis fu- 
perioris per fiippofitiunem, in triangulo obtufangulo AS B erit AS refpe- 
dtt A B vel infinitefimaordinis anguli C vel ordinis luperioris per prop. ii.,adeo> 
que AS-refpedu BC vel erit infinitefima fecundi ordinis, vtl ordinis fuperiotis 
^r 9. prop. Ergoquum SC excedat BC quantitate infinitefima fecundi ordinis, 
per 9. prop. AC excedit BC quantitate infiaitefima fecundi ordinis . Q E. P. 
Dem. lec. par. AS refpedu A B eft infinitefima ordinis primi ; AB relpedu 
BC eft infiaitefima fecundi ordinis; ergo AS refpedu BC eft infiaitefima or- 
dinis tertii per 9. prop. Sed SC excedit C B quantitate infiaitefima quarti or- 
dinis ; ergo quum bzc infitefima fit refpedu AS, erit differentia inter latera 
A C, B C infiaitefima ordinis, qui refultat cx ordine anguli ABS accepto cutst 
ordine anguli C, feu tertii. Q. E. S. 

18. Scbolium . Si triangulam habeas unum angulum iafinitefimuiiL^ 
fuerit acutangulum fcafenum, differentia laterum infinitenmum angulum conti- 
nentiiim effe poteft cujufcumque ordinis fuperioris incipiendo ab ordine lecuo- 
do. Si fuerit redangulum, vel obtufangulum, in quo angnius obtufus major 
eft redo quantitate infinitefima cujufcnmqne ordinis incipiendo ab ordine , itu. 
quo eft angulus ijifinitefimus trianguli , qui in hypotbefi eft primi ordinis, erit 
differentia laterum ordinis fecundi. Si fuerit obtufangulum , in quo angnius ob- 
tusus major eft redo quantitate infinitefima ordinis inferioris relate ad ordinem 
anguli infinitelimi trianguli, erir differentia laterum ordinis, qui refultat ea 
ordine anguli infinitefimi trianguli accepto cum ordine differentiz anguli obtuli 
a redo. Si tandem angulus fit finite obtufus, diSerentia erit ordinis primi. 

19. Propofitio decimatertia. Io triangulo obtulanpio A BC ( )fiduo 
anguli A,8cCfint infiaiiefini e jufdemordiniscx.gr. primi, omnia latera luat ejuf- 
dem ordinis: differentia vero lateris AC obtufo angulo B oppofiti a lateribus 
A B, BC cMufum angulum continentibus eft infinitefima fecundi ordinis; vice- 
veria 11 in triangulo obtufangulo ABC latera AB, BC, CA fnnt ejafdem or- 
dinis, & angulus B difterat a duobus redis quantitate infinitefima primi ordinis, 
erunt anguli A , & C infinitefimi primi ordinis . Dem. pri. par. Ex angulo ob- 
ufo B in bafim AC dcmittatuc normalis BS; bsec refpedu ad latus BC erit 
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infinitcGina primi ordinis; Gmiliter BS refpeflu AB eft infinitcGma primi ordi> 
nis per 9. prop. ; ergo normalis BS cfl ejnfdem ordinis cum rerpeiiu BC, lum^ 
rerpciiu £ A ; ergo latera fi C , B A funt cjufdem ordinis ; quod tertium A C Gt 
«juidem ordinis ac funt BA, BC per fe clarum eft. Pacet igitur Q.E. P. Dem. 
fec. par. BC difterc a C S quantitate inGnitelima fecundi ordinis; Gmiliter A Bdit 
fert ab AS quantitate innnitefiroa ordinis lecundi per «. prop. ;ergo BA + BC 
differt ab AC quantitate inGnitefima ordinis lecundi Q. &S. Pars Tertia patet 
cz prima. 

10. PropoGtio decimaquarta . In triangulo obtulangulo ABC G duo 
Anguli A & C Gnt inGniteGmi , ita ut A Gt inGoitcGmus primi ordi- 
nis , & C fecundi ; erit lacus A B oppofitum angulo C , ioGnitcGmuia^ 
primi ordinis, qui 0^0 habetur, G videlicet fubtrabatur ordo angu'i A ab ordi- 
ne anguli C. Latera vero BC, CA angulum inGniteGmum lecundi ordinis conn- 
prebendentia differunt quantitate A B. Viceverfa fi latus BA Gt inGoitefifflum.. 
primi ordinis, 8c angulus B differat quantitate ioGniteGma primi otdinis aduobu» 
re£fis; erit angulus oppolirus C infin teGmus fecundi ordinis, qui ordo fcilicet 
habetur, G fummrtur orno lateris A B cum ordine anguli, quo differt angulus B n 
duobus rcR s. D m. Pri. Par. Ex angulo obcufo B in latus AC demittatur nor- 
malis BS. Ur.o redx BS refpeeiiu BC idem eft, ac ordo anguli C,feu fecundus 
ner 9. prop. ; ergo refla BS ut evadat cjufdem ordinis, cujus eft BC, tranGre de- 
be' per tot inGaita quot funt unitates io numero ordinis anguli C,feu per duo 
ionnira; re^a vero BS relpeflu B A eft inGnitelima primi ordinis per 9. prop; 
ergo reda A B ut fit cjufdem ordinis, cujus eft BC,traofire debet per tot inft- 
ima,quot luat unitates in differentia ordinis anguli A ab ordine anguli C, fcilU 
cer per unum infinitum, adeoque erit infinicefima primi ordinis Q. E. P. Dem. 
fec. par. Qiinoiam angulus A eft iofioicefimus primi ordinis, redz A B, AS 
differunt quantitate infinicefima fecundi ordinis relate ad A B, quemadmodunu.. 
redz BC,CS differunt quantitate iofioitelima quarti ordin.s; ergo cum AS, 
ieu A BGt differentia laterum AC,SC,erit etiam differentia laterum AC,BC 
Q. E. S. Pars tertia patet ex prima. 

ai. Propolicio decimaqniota. In triangulo obtufangulo ABC , in quo funt 
duo anguli A 8c C infinicefimi, A ordinis primi, C lecundi; erit differentia , 
quz intercedit inter Jatus AC obtufo angulo oppofitum , & latera AB , 
BC obtufum angnlutn contineatia infinitelima cercii ordinis. Dem. Differen- 
tia, quz intercedit inter AS,&AB,eft infinicefima fecundi ordinis per 9. prop. . 
Relate ad A B;fed A B relate ad AC eft iofioitefima primi ordinis per 14. prop. 
•rgo differentia, quz intercedit inter latera AS, A B eft infinicefima tertii ordi- 
nis per 3. prop. Differentia qux intercedit inter latera BC, CS eft infinitelima 
quarti ordinis per 9. prop. Igitur, quum differentia quarti ordinis fit infinicefima 
relate ad tertium ordinem, erit illa differentia, quz intercedit inter latus AC, 
& latera AB, BC, infinitefima cenii ordinis. Q. E. D. 

PropoGtio decimafexta. In triangulo reflaogulo, & acutangulo,in quo 
angulus unus eft iofinitefimus, reliqui anguli pro zqualibus accipi paflunt; mi- 
nime vero in triangulo obtufangulo, in quo angulus unus eft iofinitefimus. Pri. 
pars patet ex natura trianguli reflanguli & ex corollario prop. 8. Altera pars 
per fe eft manifcfta. 

»3. Scholium . Hzc propofitio licet per fe clara , attamen fedulo perpendenda 
eft; multum enim conducit ad evitandos paraJogifmos, dum agitur de quantitatibus 
infinitefimis. Etenim isauit, quod licce aliqua figura poGtis aliquibus quantitatibus 

infini- 
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Mfiaitefimis pollit habere noonullu proprietates communea cum aliia figuris , 
^ oihilomiDus noa fequitur, illam habete omnes proprietates iftarum figurarum . 
' Sic cx. gr. licet ex Propofitionibus 9. , lo. , 11., fpretis quantitatibus infinU 
lelimis, quibus differunt latera angulum infinitefimum comprehendentia, lequa- 
tur, latera illa effc zqualia, ac proinde triangula in hoc calu habere preci- 
puam proprietatem trianguli ifofcelis: male tamen ex hoc deduceretur, predi- 
fta triangula habere omnes proprietates trianguli zquicruris, ut videre ell po- 
tiilimum in triangulo obtufangulo, in quo angulus unus elt infioitefimus. Sic 
etiam per propofitionem ptzfentem in triangulo redangulo, in quo angu’usu- 
aus ell inrinitefimus, reliqui anguli, fpretis differentiis infinitcnmis,funt squa- 
les, Ex hoc tamen colligendum non eli, triangulum illud habere omnes pro- 
prietates trianguli zquicruris, quod fic demonllro. Proprietas una trianguli z- 
quicruris ell, quod du£la ex vertice io bafim normali , balis bifecetur ; hzc pro- 
prietas non verificatur io triangulo re^langulo, io quo angulus unus elt iofini- 
tcfimus. Quapropter omnes proprietates, quz de aliqua figura, Ipretis infinite- 
limis, adflruuDtur, geometrico ratiocinio lunt demoniirandz. 

14. Propofitio decimafeptima . Si lattra BD, BH ( F/>. la ) re^languli 
BA au-eantur vel minuintur iofioitcfima quantitate BG, BF, dico in primo 
cafu rei^anguium AB augeri rc£l<ngulis BDin BF,BH in BG, FB irL„ 
BG ; in altero cafu minui reilHangu s BO in BF, BH in BG minus re£lao- 
guio F B in B G. Demonflratio uiriu que pa^et ex lo!a infpeRione figurz. 

xj. Schniion primum. Ex lola inipeilione etiam figuiz folidz , fi adelTet, 
conflaret diff^rentiale paraliepipedi reflan uli fadi a rediS /t ^ B, C audis 
quancitatbus infinitefimis f, Jf, Z elfj parallelroipeda B/!Z, B CS , /tC X, 
S XC, X z /i , SZB, SXZ. H nc facile erui potell , d.ffi.r.'otiale fadi plit- 
riuni quant tatum vf, B, C, O, &c. contineri fumma produdorum ex lingu- 
lis d.fiereatialibus quantitatum B, C, f> , &c. in fadum omniuni quanti- 
tatum, exclufa illa, cujus ell differeotiale , una cum fumma produdorum ex 0- 
ffinibus bin s diffrrentialibus in fadum omnium quantitatum , exclufis illis , 
quarum funt differentialia, & fic deinceps ex omnibus ternis, quaternis, qui- 
nis &c. ufque ad fadum omnium differeotialium. 

^ ad. Scholico fecundum. Quum autemfummz produdorumez omnibus binis, 
ternis, quaternis &c. differentialibus in fada refpediva quantitatum allignabi- 
lium , juxta Icboiion przcedens, fint infinictfimz relate ad fummam produdo- 
rum ex lingulis differentialibus in fadum omnium quantitatum affignabilium., 
exclufa illa, cujus ell differentiale (pofitis tamen differentiis ejufdem ordinis); 
hinc fummz jllz relate ad hanc fperountur. Verum aliquando evergit ut fum- 
ma hzc fit nulla , & in faoc cafu non erit fpetnenda fumma produdorum ex 
omnibus binis &c.; & fi hzc pariter fit nulla, tunc hon erit negligenda fum- 
ma produdorum ex omnibus ternis &c., & fic deinceps ufque ad ultimum fa- 
Aum ex omnibus differentialibus. En exemplum, quo declaratur quomodo fie- 
ri poflit,ut fadum ex fingulis differentialibus &c. fit nullum.' latus BD ( F;?. 
13. ) quadrati AB minuatur infinitefima quantitate BG; erit quadratura AB 
imminutum redangulo infinitefimo HG ordinis GB. Latus LG augeatur infi- 
nicelima «quantitate GF zquali BG; rcdangulum AG audum erit redangulo 
D F infinitefimo ordinis G F ; fed redangu'um H G excedit redangulum G C 
quadrato G B infinitefimo relate ad ipfa redangula . Ergo differentia oidinis 
GB evadit nulla, & remanet differentia ordinis duplo majoris G B. Verum hzc 
clarius per aoalyfiffl ufinitefimorum cognofeentur . 

Tom, it, C vj Pro. 
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17. Propoficio deciniBoAavi. Poteatiz ezdem reftaraoi A,Bqax diRernM 
^aantiute infitefima 8c ipfz differunt quantitate infinitefima cjafdem ordi- 
nis; & eieereria. Dent. Pri. Par. Potentia reft* A eft ad potentiam re^x B 
ut A ad unam M ex continue proportionalibus poft A,B in ferie finita; er- 
go dividendo potentia A minus potentia B eft ad potentiam B, ut ^ minos M 
ad M ; fed id minus M eft infinitefima ejufdera ordinis L ; ergo differentia.^ 
potentiarum eft infinitefima ejufdcm ordinis. Q.E.D. Pars fecunda fere eodem 
modo demonftratur. 

Coroilariura. Hinc diffVrentiz quadratorum, circulorum, cuborum , fphx- 
rarum habentium radices vel radios, qui differunt quantitate infinitefima, o* 
runt & ipfz infinitefimx ejuldem ordinis . 

18. Scholion. Hzc propofitio applicari etiam poteft poligonis Cmilibus , 
quorum latera relative differunt quantitate infinitefima tum ejurdem ordinis, tum 
diverforum ordinum ; fed in hac ultima fuppofitione alioua cautio eft adhiben- 
da ; etenim ad evitandos paralogifmos juvat recurrere aa quadrata totius peri- 
pberiz poligonorum , vel ad quadrata laterum , quz differunt quantitate infi- 
nitefima ordinis inferioris. Ratio hujus rei invenitur, fi poligona in trianguln 
fimiiia dividantur, 8 c fi revocemur propofitiones «9., & ao. libri fexti Eu- 
clidis. Hic quoque rurfus adverto, non efle przcipiti ratiocinio concludendum, 
figuras, quz fpretis infinitefimis habent aliquam proporietatem cum aliis com- 
munem, habere etiam omnes; IW prius videndum eft, num differentiz illzio- 
finitefimx turbent demonftrationes , quibus probatur unam ab alia profluere. 

19. Appendix. Quoniam refiz a vero parallelifmo declinantes quantitato» 
infinitefima ncceptz a minus cantis pro parallelis facilem viam ftemunt ad pa- 
ralogifmos; hinc propofueram fupprimere phrafim illam: tccipi pofsnnt ut pu- 
rsileix: contentas dumtaxat monuiffe, confugiendum efl^e ad doArinam trian- 
gulorum expolitam, quando hujufmodi linearum proprietates examinandz oc- 
currunt • Verum ut clarius paralogifmorum fontes aperiantur,operz pretium du- 
xi, in hac appendice de reftis parallellis ea, quz fequuntur,adnotare . Parali^ 
lifmus re£larnm AX, DY ( Ft]?. 14) duas conditiones includit . Prima eft, quod 
in utramlibet partem quantumvis produ 61 z nunquam concurrant . Altera eft , 
quod diftantiz duz ubivis fumptz AD, ZE zquales plane fint. Hinc omnes 
^rallelarum proprietates ducuntur. 

30. Declinabunt linez reftz AX, DY a parallelifmo infinite parum , u 
inclinetur AX fie, ut tranfeat in AT, fitque angulus X AT infinitefimus. 
Quo polito concurrent AT, DT ad dillantiara infinitam ET. At intervalla 
A D, CE different differentia infinitefima CZ. Ceniebuntur autem AT,DT 
habere utramque parallelifmi conditionem: primam, quia ad nullam afligoabi- 
lem diftantiam concurrunt; alteram, quia diftantiz AD, CE pro xqualibus 
haberi poirunt,quum differentia fit lonnitefima . In hoc autem illud exciM; u 
fumpta DR infinita, minori tamen quam DT, notaretur intervallum V R ; 
differentia prolefto inter AD, & VR effet ,alugnabilis; neque diftantiz A D, 
VR polTent haberi pro xqualibus. Quare donec intercepta uE inter interval- 
la AD, CE erit affignabilis, intervalla ipfa AD, CE haberi poterunt pro 
xqualibus, & traftus AC, DE fervabunt alteram parallelifmi conditionem; 
fed fi intercepta DR fit infinita, quoniam intervalla AD, VR nequaquacc^ 
pro xqualibus haberi poterunt, traaus A V, DR carebunt conditione lecunda 

parallelifmi; primam conditionem fervabunt, quia eft angulus T infinitefimus ,id- 

eoque diftaacia RT, ad quam occurrunt AV,DR infinita lii oportet, h cum 
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RV Mmtntat. Igitor fi Umu rAu nralleUi cz prinu CMfiitiaM fipfiolaa^ 
•roat A V , DR parallds; (i cz fecaou, noa emat. Si qau autem 4e {ta- 
nllcUfaM» icAamm A.V, DR «ootendm m1u« videat ae qttxAioacm fie no- 
mine iaftitoat. . ■ i 

t*» Qpofi veto ad nm maxime penioet, lUrc oportet, rAu AV.DiR 
f fieo potaUelB dicantur, five eoa ) boc certe bibere, quod duAa ubivis GL, 
(em AV ia G, DR ia L, anguli alterni DLG, LGT fuat a^nIles; 
aam qeam angatus DLG, nt externus, fit zquilis duobus internis, & oppofi- 
t» Lu F, LTG, fitque LTG infinitcfimui, ^teft DLG zqualiscealierian> 
gaio LG T . Habeat ergo liaez rcAz A V , D R banc utique proprietatem , 
elh^neyquz maxime in parallelit celebrari (olent, quzque non ex zqaalita- 
te intervallorum A D, V k pendent, (ed ex fola infinita parvitate anmii T. 
Hzc haAeeua dixi ponens CZ quidem tnfinitefimam, AZ vero, & CE afii- 
gnabiles. Videamus jam quid de parallclirmo cenfendum fit, fitres reAx,CZ, 
AZ, CE ponantur vel omnes ienniteCmz, vel tantum aliquz; idqoe quatuor, 
qnz feqnuetnr, theoremata expedient. 

as. Theorema primum. Si fit CZ infinitefima, tum rcfpeAu AZ, tum 
refpcAu CE, traAns AC, DE habere cenfebuntur atramqueparalleUrmi con- 
ditionem. Primaa^quia quum fit CZ iofinitefima reijpeAu A Z, erit infinitefi- 
mm angulos C A Z; ergo etiam angulus T ; ergo erit E T infinita refptAii 
EC; ergo AC, DE concurrent ad diftaDtiaminfioitam..Setttadam,qnta quum 
CZ infinitefima fit refpeAu CE, poterunt AD, CE h:b'ri pro zqualibaa. 

Scboiioo . Si lumpfcris E R infinitam te(peAu E C, ied minortm quanu. 
TE, ac notaverit intervallum K V, traAut AV, DR habebunt primam con- 
ditionem parailcliimi propter anguium icfinitefimum T ; non habebunt iecuo- 
dam, ouia, ut patet, non poierunt AD, VR Inmi pro zqnalibus.. 

Scoolion alterum. Qnamvis AV, DR careant fecunda conditione paralie, 
lifmi, tamen fi GL fecet A V in G, DR in L, erunt anguli alterni GLD, 
LGT z^alet, Icilicct propter angulum infinittfimum T. 

qj. Theorema fecundum. Si ut CZ infinitefima refpcAu AZ, non vero 
rtfpcAn CE, traAnt AC, DE habebunt primam conditionem parailcliimi , 
noa vero lecundam . Habebant primam, quia quum fit CZ infinitefima lefpe- 
Au AZ, erit angulus CAZ infinitefimu^ ergo etiam angulus Terit infinite- 
fimus / er|o erit E T infinita refpeAu EC; ergo lincz AC, DE concurrent 
ad difiantiam infinitam. Non ba^bnnt fecundam , quia quum CZ noa fit infi- 
nitefima refpeAu CE, non poternot AD, CE fumi pro zqualibus. 

Scbolion. Ubicamaue tamen ducatur GL fecans AT^ia G, DT io L, 
tagnii alterni GLD, LGT erunt zquales propter armulum infinaeCmum T. 

) 4 . Theorema tertium . Si fit C Z infiniteuma rel^Au CE, non vcrorcL 
pcAu AZ, traAos AC, DE carebant prima conditione parailcliimi ; bab^> 
nant fecundam . Cnrebunt prima, quia quum CZ non fit infinitefima refpo. 
Au AZ, angaiui CAZ erit aflUgnabilit ; eijo etiam angu'us T ; ergo E T 
ooa erit infinita refpeAu EC/ ergo AC, DE non cr.ocorreot ad diltaotiam 
infinitam. Habebunt fecundam, quia, quum fit C Z infinitefima tefpcAu CE, 
poterunt AD, CE haberi pro zqualibus. 

Scbolion. Ubicumque ducatur GL, ut fnpra, anguli alterni minime pro 
■qualibui h'befi poterunt, cnm fit angulus T aflignabiiia. 

3 j. Theorema quartum. Si CZ non fit iofinitefitqa aeque refpeAu A Z, 
■cqut refpeAu Cfi, traAus AC, DE neutram babcbuoi pairallflilmi conditio. 
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nem, ac doSa GL, ut fupra , anguli alterni minime fami poterunt proaquai>~ 
libua. Hzc- tatis patent ex di£tis . 

3<. Propolitiodecimanona . in Circulo, pofitoarcttCM(F%.i5)infiniterifflo 
prltni ordinis, erunt tangens CS, chorda CM, finus re£ius LM infinitefirai e> 
jutdera ordinis ; pars SM fecantis BS, & tinus mtus CL erunt infioita- 
tuni ordin<s tecundi Dem. pri.' par. Quum arcus CM tit intinitetimus primi or- 
dinis , erit angulus CBM inGnitefimus ejutdem ordinis* fed anguli fiCM, 
BMC, BCb, CSB funt finiti; ergo SC, CM, ML funt infinitefimz 
primi ordinis. Q E. P. Dem. fec.par. In triangulo re^angulo BCS, quia an- 
gu us C BS efl infioiteiimus primi ordinis, erit MS ordinis tecundi per prop.p. 
ergo qnia L M parallela ell CS, erit CL & ipfa infinitcfima ordinis lecun- 
di . Q. E . S. 

37. Corol!ariu*n . BM eft ad BL, ut M S eft ad CL ; ergo dividendo 
BM — B L = CL d» ad LB, ut MS — C L eft ad CL, fed C L eft infini- 
tafima oriinis fecundi, ergo diifenmsia inter MS & CL eft ordinis quarti. 

)8. Propofitlo vigtiima In Circulo, pofitoarcu M N ( Fig, lO^ihfinitefirao primi 
ordinis , Tegmentum .M X N rerminatum ab arcu MXN & ejus cborda MFN, 
Sc trilineum MXNC termmatum ab arcu MXN, tangente MC 3 c interce- 
pta C N, erunt infinitefima tertii ordinis. Dem.prim. par. Ex centro S duca- 
tur SFX normalis ad MN, conjungantur MX, XN; erit FX fecundi or- 
dinis infinitefimorum per przcedentem prop. ;ergo reilangulum MNinFXetic. 
infiniteiimum tertii ordinis per 4. prop.; fed Tegmentum MXNF mediat in- 
ter reCiangurum MN in FX & triangulam MX N,leu dimidiam prxdidi re- 
iianguli ; igitur quum reftangulum MN In F X,& f|us dimidium MXN fint 
infinitefima tertii ordinis, erit etiam Tegmentum M X N F & ipfum infimtefi- 
mum tertii ordinis. Q.E. P. Dem. fec. Par.Ex punde N ducatur tangensL N; 
erunt ML, LN tequales ; fimiliter LN, 8 c LC non differunt nifi quantitate 
jnfinitefima refpe£Iive;^nam in triapgmo .reflangulo LNC angulus NLC eft 
infinitefimus; ergo etiam LC non differet ab LM nifi quantitate infiaitefinu 
refpettive/ ac proinde triangula CMN, LNC funt ejafdem ordinis; fed tri- 
angulum M N C eft infiniteiimum fccundi ordinis relate ad triangulum CMS 
feu infinitefimum tertii relate ad quantitatem aftigaabilem ; ergo triangulum-. 
NLC eft infinitefimmn tertii Ordinis; quum autem trilineum MXNC mediet 
inter triangulum MCN,& trialigulum LCNvcrit & ipfum infiniteiimum ter- 
tii ordinis . ' 

39. Propofitio rigcfiitaaprima. In> Circulo, pofito arcu NM infinitcfimopri-i 
mi ordinis^ tangens MC, arcus MN, chorda MN,= finus reAus GN diffe- 
runt qiiantitace infinitefima tertii ordinis. Dem. Tangens MC, arcus MN, 
chorda' MN funt ut- triangulum MSC, feflor circuli MSNX, & quadriltte- 
rum SMX N; fedifta di^rnnt quantitate lArrnitefima tertii ordinis ; q uum tti- 
lineud MXNC, & Tegmenta MX,‘XN fint infinitefima tertii ordinis per 
propof. ao; ergo & illa differunt quantitate infinitefima tertii ordinis, quum o- 
mnes termini taro in prima quam in fecunda lerie fint infinitefimi prirni. Quod.i 
cborda M N excedat finum reftum N G infinitefima qutntitate tertii ordinia 
patet. Q. E. D. _ 

4&r-Propofitio vigefimafecunda. InTriangnlo ABCobtufangulo,inquoduo 
anguli A Sc C funt infinitefimi, erunt latera AB, BC (Fif. ii.) in ratione- 
angulorum oppofitorum .' Dem. Per pun£ium C ducatur C L parallela ad A B, 
g«x concurrat- cum BS (normali ex «btufo B ad reSlam Aw ) produfta in-.- 
c : L. , & 
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'Pl A MMfo OlaWtviIlo G6- defctibaotuT arcas MS.NS^ SaAl eft 
rNUm 8 G 4 M 'AS rf) ad SC per prop. j^^-reu ot BS eft ad Slvj'^fea at' 
aic«l 4 M ad arcnai SN ptr pMip.' x'K f«a ui: aagolw BC A aft~ad adgaltwul 
A«l/, «itt lat- angulei BCA eft ad angalun A. Q.B.O. t 

'it, Corellariam prinnim. Hrac duo triaaguta rcSaagata 'A SB, OS 9 / 
^M^IiabM* tandM alHtudiHem, & angulum ifti oppolitum infuttKfimum ,Aai>^ 
bent etiam bafes AS, S C , ac proinde hypothenufu A B , B C ia ratioaa> 
fvrtproca angulorum infinitelimorum . * < 

''-«''Oirollariuni fecundum. Quinimmo fi dno triangula ALM,OBC ( Figi 
ay) habeat duo -latera AL, BO aequalia, angulos ALM, OBG jacentr» ad 
latCra ALv BO 'habeant nmiliter aequales, & angulos M, & C praediilis la- 
teribus opfwfitos habeant infiniterimos ; habeat etiam latera L M , C b , 8 c 
A M , O C in ratione reciproca angulorum inlinitefimoram . Etenim ex puo* 
Ais 'A, 3 c O ducantur normales A Q., OP ad reAas L M , GB produAas , 
fi opus eft;quum anguli ML A ,CBO (int aequales, & anguli Q, 8 ( P lint 
reAi, eruat etiam rquales anguli L A Q, B O P ; adeoque in triangulis Q.A L, 
B OP, quum lint etiam rcAae AL,BO zquates, erunt etiam zqoales normales 
AQ, O-P; hinc latera A>M , OC, & QM, PC funt in ratione reciproca.^ 
angulorum infinitelimorum M, & C; fed Q^M. non differt ab LM, PCnon 
diflTert a BC/ et^o etiam l.M,BC erunt in ratione reciproca angulorumin» 
fiuitefiaidrum M, & G. 1 1 

41, ‘Profwfitio vigefimatertia . Iffdem politis quz iu ptopofirione xi. difie-'. 
rentia finos reAi GN (F>;. id) a chorda MN non dififrrt a quarta parte <li£> 
fereatiz fious rcAi GN a tangente MC. Dem. Ex punAo N ducatur N R. 
normalis ad tangentem MC, erit RC diBerentia finus rcAi a tangente^: 
tum centro M intervallo MN delcribatnr arcus NQ, ent R Q. ditferen- 
sia finus rcAi a chorda. Quum SM fit ad MC, ut N R ad KC erit redan- 
gulum SM in RC zquale reAangulo MC in RN. Similiter quumMQ-f-MR. 
Bt ' ad R N ut R N ad R Q, 8 t M Q-i- M R non differat a 1 M R , leu a reda 
GN; ratio ON ad NR non diHert a ratione NR ad R.Q; fed ratio ON 
ad N R fen ad G M eadem eft ac ratio x G A ad G N , feu M R ; ergo ratio 
xGA ad MR non difiert a ratione NR ad RQ; fed ratio iGA ad MR. 
non differt a ratione xMA ad MR, Sc ratio xMA ad MR non differt a_a 
latione xMA ad MC; ergo ratio xMA ad MC non difiTert a ratione RN 
ad RQ,adeoqne reAangulum xMA in RQ non differt a reAangulo M C ii» 
B'N, fen-s rcAtngulo SM in RC, 8 c per confeguens xMA eft ad MS, at 
RC adlRQr fed MS eft quarta pars xMA; ergo RQ non difiTert aquann 
parte R C . Q. E. D. '• ;t •« <* 

- n Corollariam . Hinc dififerentia finus reAi GN u chorda MN non differt 
rtenia parte difierentiz chotdz MN a tangente MC. 

43. rropofitio vigefinaaquarta . Sit AOSM ( Fig. 18 ) quadrans circuli 
CM 4 r, in radio A O fomaatnr dno pnnAa P, Q, per quz ducantur duz or- 
dinstz iMrmafes ad AO intercipientes arcum MN iufinitrfimum pnroi or- 
dinis dififitum ab extremitatibus qnadramis A S arcubus finitis MA,NS; dico 
differentiam abfcillarum AP,AQ, & ordinatarum PM,QN tffe quantitatem 
infinitefimaM ‘primi ordinis.- Dem. Ordinata Q^N producatur ulque dum con- 
currat cum circulo in L,8c'cx punAo M ducatur MG parallela ad ratiiuai A O,- 
onz -producatur nfquednm concurrat cum circulo tn C; erit PQfeu GM dit-. 
mutis sbfciifarDts AP,AQ; & GN erit diSerestia oidinstaium PM,Q.N. 
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Qpum cx bypetlitfi mus NS, M A fiot iniii, cruBt etiia utut GN, L M 
6niti; bine anguli CMN, LNM fuat finiti; adnoqun in triangulo rcAangi». 
Io MCN omnes angnli fuot finiti, Ar per confaguent latem MN,MG,GN 
fuot ejuMem ordini» per corol. ). prop. A; fed arcus MN, ac proinde cbordn 
M N efl infiaitefima firiini ordinis per fttppoGtioneu ; ergo etiam latera M G, 
GN.fcu differentia aorciflarum, & ordinatarum erit infioittfiua primi ordinis. 
Q.E O. 

44. Corollarium. Si arcus NS fit infinitefimus primi ordinis, erit arcus 
b 4 S ialioitefimus primi ordinis; ac proinde arcus CS cum^ ucuNS, ien arena 
CN erit infinitefimus primi ordinis; hinc angulus CMN erit iarinitefimni 
primi ordinis/ adeoqae GN refpe£lu NM erit iafinitefima prinri ordinis pcf 
«. prop.; fed N iVl eft infiaitefima primi ordinis; ergo GN erit iafinitefimn 
Iccuadi ordinis. Si Tcro arens M A fit infinitefimus, erit arcua AN, ac proin» 
de arcus LA infinitefimas primi otdinrs/ adeoque etiam arcus LM A percoa» 
leguens anguhisLNM erit infinitefimus primi ordinis /ergo GM refpeAuMN 
erit infinitefima primi ordinis per 9. prop./ fed MN efl iafiaitefima primior» 
dinis/ ergo GM erit infinitefima fecundi ordinis. 

45.Prop.vigefimaquin'a. Sit MSarens circuli A M Ninfinitefimut primi ordinis, 
«ui fiibtendarur chorda MS (Fig.i 9); per pun£fum Mducatnr M R tangens circulum, 
& per pundum S dncatur utcumque fcda NS fecans circulum extra arcum in- 
f nitefimum MS. St concurrens cum tangente MR; dico angulum MSR fii» 
.{lam a chorda MS cum fecante NS proJada eel eflie finitum, vel intioirefi- 
mam orimi ordinis; angulum NRM ndum a fecante NR, & tangente MR, 
vel eite finitum vel infinitcfimum cujqrcnmquc ordinis ; ac t ndem angulum., 
S VI R fadam a chorda SM & tangente MR eflie infinitefimum primi ordinit. 
Dem. pri. par. Tota perioberia circuli efl mcofura duorum redorum ad peri» 
pberam ipfam /quum igitur arcus NAM fit'menfura anguli N S M, feu duorum 
SMK, SRM , erit arcus NSM menfura angoli MSR; fed arcus NSM, 
vci cil finitus, vel infinhdimns primi ordinis / qu'H ad minimum (emper rc« 
snioet arcus MS infinitefimus primi ordinis, ergo angulus MSR vel erit fini» 
ttis vel -intinitefimus primi ordinis. Q.E. P. Dem. fec. Par. Ex arcu NM ab» 
l.indaior artus NX «quafis MS, & conjungantur pnnda X, S, erit angulus 
NS X zquans angulo SMK; quum igitur arcus NM fit menfura duornman» 
gulorum SMK,SRM, 8c arcus N X fit tacafnra anguli NSX, feu SMR; 
«m arcus XM menlura anguli NKM;(ed arcus XM poteft elfe finitus & ia» 
fimiiifimus tujafcunque ordinis; ergo angulus NRM poteft efle finitus & iafi» 
•itrfimus cujuicunque erdinis . Q. E. S. Pars. ter. patet, quia arens M S infi» 
mitefimus pumi ordinis eft menfura anguli SMR. 

46 Coroitarum .Quum artus X A M , N S M fint meiifura angulorum M R S, 
MSR; hinc fi artus XAM,&NSM fint finiti , & squales , erunt etiam 
anguli MRS, MSR zqualrs; fi vero font finiti, fed differnat quantitate io» 
finiicfima/ & tunc anguli MSR, & MRS fnnt pariter finiti , & differunt 
quantitate infinitefima , vel tandem arcus fnnt finiti , & difiernot qnaotiiain.rf 
imita, tunc angnli MRS, & MSR fnnt finiti, & eorum diflereiitin erit 
finita, hoc eft unus erit obittfus. In prima fuppofitione SR interccM inter 
circnlum & tangentem erit fecundi ordinis, & differentia inter MS, MR erit 
•bfolute nulla; in fecunda fuppofitione intercepta SR erit fecundi ordinis, & 
diflTerentia inter MS, MR poteft elle cnjurcunque ordinit incipirado a tertio; 
in ttrtia tandem fnpi^tioM intercepta SR erit fecundi ordinis, & differentia 

ia 


Di^; ' ; Googl 


t 


CAfVT t ECV NT)U M, 

inter MS,MR erit fioiiliter fecundi ordints/qood totum patet ex fcholio pro^ 
II. Si vero arcus X A M vel N S M funt infinitelimi primi ordinis , erit an- 
sulas MR.S, vel MSR infinitcHmus primi ordinis; hinc SR, SM, MR in 
nae fuppoGtione erunt inGnitefimx primi ordinis, & differentia inter M S At 
MR erit ejuldem ordinis per prop. Si tandem arcus X A MGtinfinitefimus 
ordinis fuperioris, erit angulus R infinitcGmus ordinis fuperioris; adeoque SR 
refpc£fu SM potell effe infinitelima cujufcunque ordinis per prop. 14. 

47. PropoGtio vigefimafexta. Sit quadrans circuli ABC ( Fi;. ao),ducan- 
turque ordinatz PM,QN produAx ufquedum concurrant cum circulo in T, 
& o , quz intercipiant arcum M N ioGnitclimum primi ordinis ' tum per 
punfium IVI ducatur tangens MO, qux concurrat cum QN produda inO.Si 
treus AM, NC funt finiti, vel fi arcus A M cft infinitefimus cujufcumquc.» 
ordinis fuperioris, incipiendo a fecundo, du£la ex M normali MR ad QO ; 
ratio QO ad OR non differt a ratione QN ad NR; fi vero arcus N C fit 
infinitefimus cujufcunque ordinis, vel AM fit primi, tunc ratio Q.O ad OR 
differt a ratione Q,N ad NR. Dem. pri. par. Si arcus A M,NC funt finiti, 
erunt etiam finitiarcus T AM,SNM;hinc,quum arcus TAMfit menfuraan- 
suli SOM, & arcus SNM fit menfura anguli MNO ; igitur quum angulus 
NM 9 fit infinitefimus primi ordinis, erit intercepta NO infiaitefiffla fecun* 
di ordinis per doArinam triangulorum , fed R N eft infinitefima primi ordinis 
per prop. 14., ergo QN non differt a QO , neque RN differt ab RO; & 
per confeguens ratio QO ad RO non differt a ratione QN ad NR per prop. 
1. Q. E. P. Dem. fec. par. Quoniam arcus A M eft infinitefimus cujufcunque 
ordinis fuperioris incipiendo a fecnndo, erit rc6fa PM infinitefima ejuldem or- 
dinis per prop. 19. fed QN efl infinitefima primi ordinis per fuppolitionem ; 
ergo PM, feu QR eft infinitefima reipeffu RN;adeoque ratio QN ad N R 
non differt a ratione xqualitatis ; & multo magis non differt a raiiune zqua- 
litatis ratio QO ad OR* adeoque ratio QO ad OR non differt a ratione..> 
QN ad NR. Q. E. S. Dem. terti. Par. Si arcus NC eft infinitefimus cujuf- 
cunque ordinis, erunt arcus TAM, SNM finiti, ac proinde erunt etiam fini- 
ti anguli MON, ONM; ouare NO eft infinitefima fecundi ordinis per do- 
Arinam triangulorum , fed RN eft pariter infinitefima fecundi ordinis pcrcoroll. 
mop. 14.; ergo ratio QO ad OR differt a ratione QN ad N R. Q. E. T. 
Dem. quar. par. Si tandem arcus AM eft infinitefimus primi ordinis, erit NO 
infinitefima primi ordinis per coroll. prop. 15.; fed R N eft infinitefima primi 
ordinis per 14. prop.; ergo RN, NO funt infinitefimx ejufdem ordiois ; 8 t 
per confeguens ratio QO ad OR differt a ratione QN ad NR. Q. E.Q. 

Corollarium. Si arcus NC fit infinitefimus cujulcunque ordinis, erunt re- 
Az RN, RO infinitefimx fecundi ordinis per coroll. prop. aq, 25, & R IVI 
infinitefima primi ordinis, tandem QN, QO erunt fniiz. Ergo quarta pro- 
portionalis poft NR, NQ, RM; vel poli OR, OQ, RM erit infinita. Si 
arcus AM fir infinitefimus primi ordinis, erit RM fecundi ordinis ; QN, N R, 
Ac R O , QO fnne infinitefimz primi ordinis per coroll. prop. 24. Ergo quarta 
proportionalis poft QN , NR, RM, vel poft QO , OR, RM erit infinite- 
fima fecundi ordinis . 

Propofitio vigefimafeptims. Pofitis qux fupra pofuimus oropofitione przca. 
denti, dico triangulum MRN fumi polle pro triangulo M R O ad determi- 
nandam lubtargenicm circuli. Dem. Si arcus AM, & NC funt finiti, vel fi 
arcus AM fit infioitefimus cujufcuDque ordinis fuperioris incipiendo a fecundo, 
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tuK ratio Q.N aii NR bm diffot a.tauoBa OO ad OR,^ aA^p./adeB. 
que qoaru proportioaalis pofl RN, Q.N, RM oon difiiM a quarta propor 
tioaali poft Q.O, OR, Q.IVIt boc cft dod differt a fubtangeRte. Si vero ar. 
cus NC fit iafmitefiffliu cnjo&unque ordiaU, vel AM fit priaii,quaBi quarta 
proportioaalis ia primo cafu fit iofiaita,& ia fecundo cafu ial^mtefima lecua* 
ili ordinis , q^cuaque ex illis duobus triangulis liinucur, patet ucrumlibat 
accipi polle . Q. £. D. , , , • . 

48. Scbolion . In nltima fuppofiiioae licet quarta proportionalis inventa pa 
triangulum NRM fit infinita, aut iofinitefima,quemajmodum etiam fubiangens, 
attamen in fe multum dilcrepaat, quod fequentiexemni') drmonfiro. Sit quadrans 
circuli V QN M { Ftg. ai } , in radio V Q iiiimatur Q.P infinitefima primi or- 
dinis, tum per punitum P ducatur P M parallela ad Q.N, per pun6lum M du- 
catur tan gens X M T , q use cum QV produda concurrat in X, deinde ducatur 
chorda NM, quae concurrat eum QV produila ia S: tandem per pun 3 um M 
ducatur M R parallela ad Q,V . Eli proprietas circuli notillima , quod angulus 
RMN aequalis eft angulo NMT,ac proinde ratio TM ad R M ell eadem ac 
ratio T N ad N R / led ratio T M ad MR non differt a ratione aequalitatis per 
ai. prop. ergo ratio l'N ad NR non differt a ratione aequalitatis' ac proinde 
refta R N non differt a dimidio rtflae RT.Pr*terea io triangulo Q_N S erit QS 
•d RM,ut-Q_M ad NR;oc proinde reitangulum Q.S in R N ell xquale ruBin- 
gule -QN in R M . Similiter QX in R T eft aequale reflangulo Q_T in R M ,* 
led redangulum QN in RM non diffen a reftani-uto QT in R M/ ergo etiam 
reflaogulum QSin RN non differt a re£largulo QX in RT, & per confequens 
ratio R N »d R T non differt a ratione QX ad QS; led R N non differt a di- 
midia parte redae RT ; ergo etiam QX non differt a dimidia parte QS; fed 
QX ell vera fubungens; ergo in hac fuppofitione vera fubtangens, licet inllni- 
ta , tamen efi dimidium fubtangeiitis liippofitz QS . Quod animadverfione di- 
gnum ell . 

49. Propolitio vigefimiodava. Redz AB , BC ( Fig. ai, a;) ad quem- 
cumque angulum finitum ABC polirz fint linez coordinatarum cujufeomque-» 
curvzMN, ducanturque «rdioatx QN , T M intercipientes arcum MN infi- 
Bitelimum primi ordinis , cujus cborda Iit M N ;dico latera trianguli M R N elTo 
iBfiBitcfitma primi ordinis, (i cafum excipias, ubi MN produda faciat angulum 
infinitellmum cum una ez diametris, &ad ejus pacallelifmum accedat . Dem.Chor- 
da M N producatur ufque dum concurrat cum diametris coordinatarum , in pun- 
dls X,& Z; quum faze non faciat angulos infioitefimos cum diametris X B, 
erunt anguli BXZ, XZB finiti -adeqque in triangulo XBZ, 8e ob parallelif- 
mum redarum MR,XB, & RN, BZ,in triangulo etiam R M N anguli cm- 
aes funt finiti; ac proinde latera N M,MR,NR. funtejurdem ordinis; fed NM 
cx hypotbefi efi infiditefinu primi ordinis, quia arcus IVl N efi infinitefimus primi 
ordinis; ergo NR, RM funt infinitefimz primi ordinis . Q. E. D. 

50. Oroll. 1. Si per pundum N ducatur tangens NS,efformatum ent tri- 
angulum MNS , in quo anguli NSM, NMS funt flniti per fuppofitionem, 
angulus vero SNM ell infinitefimus, quod curvarum natura per fefe ma- 
nifefio indicat ; ergo S M efi infinitefima refpedu N M , ac proinde ritfpey 
fiu RM; adeoque triangulum MNR non differt a triangulo SNR. ' • ‘ ' 

Coroll. «. Cum NS-t-SM major fit arcu MN, qui major eft chorda raN,” 
& cum MN differat abMS4-SN quantiute relate ad ipfas infinitefima^ • 


Digitiz:^ !»• Goo-^Il 


Cd?VT S ECV NDU M. tj 

hinc arcus MN non differt a chorda MN , vel a tangente NS. 

Scholion. In panAis in quibus MN eff parallela diametro coordinatarnm 
obfervanda veniunt, qux diziraus in febolio propofitionis 

Propolitio vigelimanona . Ex punAo A ( Fig. 24. 15. ) ad quamcumque^ 
curvam ducantur reAz A Q., A B intercipientes arcum Q.B infinitelimum pri- 
mi otdinis, cui fubtendatur Q.B, & ex punAo Q io AB demittatur norma- 
lis Q,R;dico, tria latera trianguli QRB elTe infiniteflma primi ordinis, exce- 
ptis Illis punAis, in quibus QBvel eft normalis ad AB, vel in dircAum cum 
AQ., vel Ijltem a vera normali, & a vera direAione AQ folum differt quan- 
titate infiniteflma. Dem. patet. Nam per fuppofiuonem angulus RBQ neque.^ 
eft reAus, neque iofinitefimus ; igitur quum angulus BRQ fit reAus , in trian- 
eulo KbQ^ tres anguli funt finiti, ac proinde tria latera infiniteflma primi or- 
dinis, quum BQfit infinitefimum primi ordinis per fuppofitiottem Q. E. D. 

Corollar um. Si ex punAo Q ducatur tangens QS, quz concurrat cum_ 
RB produAa, fi opus eft, in S;quum anguli QBS, Q^S B fint finiti perfup- 
pofitio.-iem, & angulus BQS fit infiniccfimus per naturam curvz, erit BS in- 
tercepta inter tangentem & curvam infiniteflma refpeAu BQ., ac proinde rclpe- 
Au E B * adeoqne triangulum QR B ultimo zqutt triangulum QRS ; Sc tri- 
angufa QAR, QAB, QAS u timo zquantur, & promifeue accipi poliunt. 

Scbolion 1. Quod diAum eft aliquam ex.eptionem patitur, ubi chorda..« 
BQ. vel eft normalis ad BA, vel in direAum cum A Q / & generaliter lo- 
quencltr quando anguli fiuentes vel evadunt reAi , vel zquales duobus r< A't, 
vel faltem difErentia horum angulorum aut a reAo, aut a duobus reAIs tran- 
fit ex uno ordine infiniteiimorum ad a'ium, tunc nonnulli anguli fluentes, ac 
proinde noaoullz reAz fluentes tranfeunt ex uno ordine ad alium, atqueadeo 
omnium fluentium intrrfele proportio mutatur. Attamen per expolita principia, 
fi probe teneantur, omnia poterunt non diffieulier determinari. 

Scholion fecundum. Animadverteudum eft etiam, quantitates fluentes polTe 
fluere ex omni parte; adeoqne fedulo perpendendum eft ex quibulnam partibus 
data quantitas fluat, & utrum crefeat, vel decnfcat ex omui jparte , vel er 
aliquibus tantum crcicat , decrefeat ex aliii; fic radias AQcrelctt vel decicfcit 
tantum ex parte Q ,. non vero ex punAo fixo A / ungens autem P Q. deli- 
nens in lineam politione datam A P crefeit cz ^parte P, & ex parte Q, vel 
decrefeit, prout radius AQ propius accedit, vel recedit a dau A P . 

Scholion tertium. Q.z duobus capitibus de quantitatibus infinitefimis fune 
expofita, ideo exaA lfima lance expendimus, eorumque adzquatam cognitionem 
iteratis przceptis Tyronibus inculcavimus, quia reputari debeat veluti balis & 
fundamentum totius doArinz diffirillimz de rebus fublimLotibus mathematicis; 
incredibile proleAo eft, qu bufnam difiicultatibus , contraditiooibus , erroribus, 
& paralogifbrs obnoxii fint fublimiorum mathemacicaram ftndiofi, qui germa- ' 
nam ideam , alf Aiones.ptoprieutes, relationefque magnitudinuai infinitefimaiuoi 
probe non teneant. * r 1 
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De difFerentiatione , & integratione fornaularum , 
qux unica variabili conftant . 

I. .^r\I£Ferentiare nihil alindeft,qu3m dividere quantitates in fua elementa. Io* 
U tegrare , (ive fummar» nihil elt aliud , quam elementa eadem in ezaflam 
(ummim colligere. Sit ({uantiias quziibet y data unice per x , & conftantcs . 
exprimantur x per ab(ci(Tas,p vero per ordinatas curvae A C.( Fi;, i ) Accipiatur 
quziibet abfeifla AB, cui relpondeat ordinata BC. Dividatur abfeiffa AB in 
(ua elementa Bi, i ai, aiji &c., quae vel aequalia fint , vel inaequalia nihil 
refert, dummodo fint infinitefima. Ordinentur ie, aiae, jije &c. , & pa« 
tallelae abfcilOs agantur en, aeau, je^u Ac. Erunt Cu, eau, aeju &c. 
differentiae ordinatarum. Itaque ille differentiabit quantitatem qui invenerit 
lingula elementa Cu ezpreffa per lingulas abicifias AB,earumque elementa B i. 
Contra ille integrabit, qui ex datis elementis Cu per 'AB, & Bi, omnium 
elementorum fummam accipiet, quae ordinatae BC erit aequalis. Dixi fommain 
omnium elementorum Cu zquare ordinatam CB, quod veriflimum cft. Ii ab- 
fciflz, & ordinatz idem habeant initium, ut una nullefcente, altera qop^uc.* 
nullefcat. Verum Ii abfeifla eflet FG, vel H K., ut hac evanelcente, ordinata 
fit vel AF politi va, vtl AH negativa; tunc fumma omnium elementorum 
Cu aequaret dilftrentiam inter ultimam ordinatam CG, & primam A F , vel 
fummam ultimz ordinatz CK,& primz AH. Quare in furamatoriis accipien- 
dis addenda vel detrahenda eft quantitas conflans, quia quantitates omnes, qus 
non differunt nili per conflantem, eodem przditz lunt differentiali_ In proble- 
matum folutione quantitas addenda vel detrahenda fzpe opportunis adhibitis 
criteriis determinatur. Efl in more politum, ut quum quzntur differentia ab- 
feiffz AB = x, & ordinatz BC=jf,augeatur AB elemento infinitefimo BI, 
& ordinata IE, duilaque CV parallela abicillis, Ipedetur EV tamquam ele- 
mentum ordinatz. Qiji ergo invenerit EV datam pet x & ejus elementum-, 
ille differentiam accipiet onantiuais y datx per x. Qui autem dato elemento 
EV omnia elementa fimul collegerit, inveniet fummam, adeoque ordinatam 
EI, addita, deraptave conflante, li opus luerit. Nos quoque motem hunc fc- 
quemur. 

a. Elementa, feu differentiz variabilium x, f folent delignari przfixa lit- 
tera d. Ita dxjiy exprimunt minimas differentias variabilium x,ji. Quum ve- 
xo indicanda efl differentia quantitatis complexz , utar littera D . Ita^ 


i 4 
a K — X 


} _^4 

exprimet diffetentiana quantitatis corapleltz =j::= 


Si 


a a -+-X X I _ 

quantitas differentianda Iit x, aut , ejus differentia erit dx; vicever- 

la integralc quantitatis dilferentialis dx erit x, vel A-\-x. Eodem modo fi 
quantitas differentianda coalefcat ex fumma, aut differentia plurium variabi- 
lium, ut Ii luerit A-\-x — ir-|- ejus differentia erit dx — djf-4-da' ; vien 
vexia hujus integrale erit vel A-^-A—y+r. Hzc facillima ex- 

capla 
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empU demooftnnt, in fomnutionc addendam (emper efife confttntm >?,qu(Mi 
memoria retinendum eft, nam nos deinceps in methodo exponenda brevitati 
findentes conftantem hanc hmittemus. Tutifiima ratio differentiale inveniendi 
eft ad^e finalis variabilibus elementum cuique fuum, tum ex nova formula 
priorem deduceVe, quz reliqua eft, differentiam praebebit. Ita fi x— 
dantur differeMialia , fiet d s -h 7 ^-h d 7^, ex hac fi propofiiam 

detrahas, habebis dx — dy + di^y quae erit differentialis quaefita. Multiplicato- 
res, & '^vijbres conftantes nihil turbant difterentiam aut lummatoriam, qux eo- 
dem multiplicatore, ac divifore erit affe£ia. Ita differentia quantitatis — erit 

» d X . , ax ^ 

— — , & hnjns integralc erit -7- . 

j. Nunc quzramus differentiam quadrati x . Addamus x ejus differentiam 

dx,ut fiatx-|-dx,quam ad quadratum cveheamus,ut fit 

Ablato quadrato x remanet differentia atqui <fx habet ad ixdx 

minorem rationem quacumque data, eft enim ut dx: x x -ergo differentia quas- 
fita eft zxdx. Animadvertas volo, incipere modo omiftionem eorum inhnite- 

fimorum, qux excedunt primum ordinem; namque in fumenda differeotiali x^ 

omiflum eft quadratum dx . Quse omiftio omnino facienda eft, quotiefcumqut 

X finita fit; qn'a, ut demonftravimus d x* in ultimam proportionem limitis 

non ingreditur. Verum (i x nullefceret, tunc proportio limitis a foloquadratodx* 

unice conftitueretur, ac proinde dx nulla ratione deberet omitti. Harum o- 
miftionum , quz in fumendis reliquis differentiis femper contingunt , oportet 
non oblivifci, ut certo cognofeatur, quoufque calculus differentialis fefe exten- 

1 

dat. Quando zxjx eft differentiale x*, erit x* integrale axdx; ergo —e. 

z 

rit integrale xdx. Eadem methodus applicatur reflangulo xj/ coalefcente ex 
duabus variabilibus: nam augeantur ambae fuis elementis, ut fiant, x + dx, 
y~\-dy., quz in fefe ducantur, ut fit xy -\-xdy y dx-\- d xdy ; dematur 
xjr, & proveniet differentia x d / +y d x-}-d x d y . Negligatur termmusdxd/ 
infinitelimus prz reliquis duobus, & provenit differentia quziita x dy-{- y dx . 
Hzc coaleficit ex fumma prcduilorum variabilis x in differentiam ^,&vari-bi- 
lis it in differentiam x. Quare vicifCm fi habeantur duo produil* hujufmodi , 
coram fummatoriam dabit produ£lum ex duabus variabilibus ncinpe xy. 

4. Nunc gradatim diffl-rentiam fumamus x*” exiflente m numero integro, 

& pofitivo. Poteft X* fpeAari ut produdlom ex x in x*; ergo ejus differentia- 

le=xD.x - 4 - X dx; atqui D. X = zNdx; ergo 

D - x^= zx*d x+x^dx = jx^dx . Similiter x^ = x.x^; ergo 

® • »*'*=x. Dx*-)-x^d x; fed D x*=: jx^dx; igitur 

D. f*^—ixdx-^K*dx — 4x^dx. Simili modo inveniet 

Da D. 
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D . = Jx-\-x*d>t=i^it*Jiic; St fic deioceps. Qua 

quam, ita fiat, apparet generatim Carfflalaiii«”*babereprodifierentiali « «"""'daj 

& {ormulam baac habere pro iategrali «"^ergo fummatoria differenda tt 
»1 + 1 

«rit — — , exifiente m numero integro, & pofitivo^ 

IW-T' X j 

5. Antequam inquiro differentiale —,pramitto axioma, quod per refemanL^ 

fcftumefi, nimirum/ quantitates variabiles, qua aut aquales fint, aut non differant 
niG per conflantem, eodem pradita funt differentiati ; contra fummatoria di£> 
fereotialium aquilium aut aquales funt, aut conflanti differentia donata. Jam 

vero pono — =M ; ergo i— jrj, & differentiis acceptis o=^xdn+/dx , 
fitu —t^^df, & fubftituto valore jf fit — — =dif, qna eft differenti» 

X % 

qnalita. Differentiale itaque — eft — —»Sc integrale — — eft — , adeo+ 

X XX ’ ° XX X ’ 

d X __ 

que — habebit pro iategrali — i. Quod fi ad differentiandura propofita_i 
•flet firadio — , hac methodo licebit uti — = x. — : ergo D.— =xD.— 

tj ^ y n ^ 3 ay 

^ilicet fijdivifM du£fus in differentiam numeratoris , dempto numeratore du« 
«0 in dif%entiam denominatoris, dividatur per hujus quadratum dabit diffe? 

nentiale qnsifitum. Contra ^ habebit pro inteerali — . 

I 3 

J/ 

6, Nunc gradatim progredientes determinemus differentiale formula — 

frimum D.^= D * 2.= i. I^-h-L. SimiUte, 


n J n JL * — * ~^dx , I —dx_— ^dx 

V — — U — . . . 


Eodem modo 


. — = — jja deinceps . Quapropter generatim.. 

** I -m/x ' 

~ y & bu juslorfflulxiiuegrale erit -1— , adaeque indicata fumma- 

toria per litteram S, quem morem fequemnr deiiweps, erit S — = \ ~j * 

X M — I • * 

Itaqne rem paucu contrahentes, exifleate iw nometo integro vel pofitivo, vel 

ncp 
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aegitivo D.x*= « & Sx"*</k— ** 

m 


.Hoc obfervioiiaffl eft di* 

w4-i 


ligenter, es dlfTerentiationc formulz x nnnqoam prodire — ;quia* fi m=tg 

habetur dx; fi m = — i, oritur — fi m=o, formula exhibet quantittn 

tem conflantem, quae caret diflerentia. Quapropter licet x ^ fit algebraic* 

integrabilis ; tamen in unico cafu, ia quo m=: — i, & habeatur de e« 

}us integratione nihil licet pronuntiare. De hac autem formula fuo loco agew 
mut pro dignitate .. 

7. Demonflrandum eft, eafdem formulat xqne valere, licet m. fit auraerui 
firaAus vel poritivtu,vcl negativus. Poae m=— , ut p,f fint numeri integri 
i. f 

tum fac xi =y;ergox =j/ ; 8 c acceptis diflfer^tiis px dxsify! 'dyj: 

P-f — i 


p — I . 

p X j * 

•rgo -i- = «tqui y = X f. 


; *rg» 


p_ 

f 




p-t~i 


0—1 — pf^p 
1 1 


A-I. 


d x-=id tp’ fubftitutoqner 


valpre m pro — , proveniet diflerentia quzfita eadem ac antea, mx dxiQua*- 
re er converfo S»”* , quicumque fit anmerus.m, dummodo ra«- 

IW-+-I 

tionalis. 

8. Qux explicata funt ha£lcoos,fuSeiunt tuta principia capuli bet dicere»; 
tiationis, & integrationis. Diflerentia cujuslibet formulae licet valde complexae^ 
fcmper obtineri poteft , & praxim faciliorem efficient fubflitutiones, in quibua. 
peragendis induflria ,& ufus plurimum valeat. Nonnulla exempla proponam. Sici 
diflereotianda yf%»x — x x. Potes ad poteftates eam reducere fcribbndo 

i. , i-t ’ 

lax — x*^ , cujus differentia =—. 2 ex^xx* .D, a<ix— xx 

— ; atqui a«x — xx —%adx — axdx; ergo, fafta fubfM<- 


a .2 XX — X X ^ 


tutione, differentia erit . Srf , fi mavis uti fabftitntionc „ for» 

iji ax — XX 


^ iax—xx=y; ergo %ax — xx=yj/, & fafta differeatiatione, &> divifib^ 
, , j . . ndx — xdx adx — xd* 

M per a». «It ai»-~xdx =y dy; iguni- =-====djpJW 




■r 
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Ot per primtffl methodum . Simili modo difiereotitm inveoia &rmul« 
■ .-T -" • Nam fi optti ad potefiatem perducere, ita erit fcribeada_« 

— xK 


-t 


iflx — XX* , cujus differentia = a^x-xx* .zadx—zx dtt 

— — iC^/x «• • • I 

^ J-» Si mavis uti fubftitntioaibus, pone — " I 

^lax —XX 


. — dy _adx~xdx 


% a X — XX 

go — = v^»«x — XX, differvntiifqne acceptis 

j* y/iax — XX 

edx — xdx — (adx — xdx 

— —y . -=== ^ — , ut antea. 


, vd df 


— XX tax — xx.^zax — * 


^ Proponatur differentianda formula \/ /x^ + V' a x* . Esm ita dif- 


pi>ne ,'j X , X * -f- d J . Faex 5 r+- rr^at fit a^x^^. Hujus dilFre». 

l z t 

tia eu % a /xdx-\- a x dy^ in qua pro j( ejus valorem fubllitue, ut habeat 
■» 


ZM xdx. X i -i-4^ -i-a dy . Ad arcendam dy.tx formula fubflitntio» 

- JL J. * 

nis babesx} + 4 ^ = ^ acceptis differentiis — — — = — five 


i. 3 i. 


3 • X 


S ^dx 


dy , fubftitutoqua valore Jf erit 


I I 

dx.xi - 4 - «5 


~—dy. Igitur for« 


ax’ 


a.xi 


t 1 


I I 


vnila ,quse-qusritttr, ita fefe habebit a a^xdx , x i -t-a i -t 




~ J.S.' 

quzadfequenteaiteducetttr— o^xI^xH-ax^ xdx.x^ -j-jJ , Sit differentiani 
a da 
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da formula ■ 


I 1 


• Fac 4 ^ — x^ —J/3 ut fit— , cujus differentia^ 


_"—*dn _ —idj 


. Ut inTcnias djf, difierentias fume in formula, St 


4 ’ — ** 

invenies — quo valore fubAituto prodit 


differctt» 


xt 


JL i _ 


tia quzfita. 

IO Neque ver» methodus folumodo utilis eft , ubi formula unicam dumtani 
xat indeterminatam continet, fed aeque valeret, fi duas, aut plurcs lontinereu 

P 

Primum exemplum fufficiat formula , que difierentiata cA hujurmodi 

p,— -1-— . D. — -1- atqui 

^ ^ * itx^ifx- .ys, 

^ X V sd>f — xdy . xds—sdx — H^dx dt/ 

\J 1- — *T" ' — - , _ 

X l i * 

' y n X 


1 % 


Sdx xdy • X — — adx — xdd ergo fa£U fubffitutton» 

z a a z 

XI/ y X 

differentia formulae propofitae erit bujufmodi 

P-‘ 

s.Jf i-JL ,-i 1-. udx — xdy. Secundant enmplum habebis ia-* 

V X » a 

. S/ X 

I 


• 

formula xi/-\-a^ xt/^ , quem pone=^ & ad quartam poftAatem elevaipr 

i, i 

do x^-f.«i = 7^. Accipe differentias 


— 4 * . y dx-^xd y 


Mdx-\-xd3-^r 


xy 


= 4K<i7ir 


fve 
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*1(5 •+■ . ydx + >idy .ydse + ndy 

Uve ^ i ^ = dzt qu* 

. 4 s* i 4 . i 

Ky * 

«nt inveniendi. Opportunum judicivi, przmittere methodum differentiandi fot^ 
«nuUs eti^m coilefcemes ex pluribus variabilibus, tum <}uia brevius falc iadum 
«ll, quod elfet in fecundo libro omnino faciendum, tum prziertim quii ea^ 
idemtidem utemur etiam in primo libro ad elegantiam calcu is conciliandam* 
11. Si quemadmodum cujulcumque algebraica: formulz difllrentia invenitur; 
ita cujulcumque dilTerentialis poliet integralit algebraica determinari, nihil ia 
^oc calculo elfet amplius defidcrandum. Verum formularum pars maxima alge* 
Irraica fummatoria caret, & perdifficile eft, eam, qua formulse praeditr funt,al* 

t ^oraicam integrationem determinare. Quare duo potiffimum in hoc libro no* 
s przifanda funt, primum ut tradamus criteria cognolcendi , qusnam fcrmu* 
Ja: aU braicam integrationem recipiunt, deinde ut, non negltAa elegantia , do* 
<ceamus rittoncm conftruendi eas, quz inter iranlcendcntes enumerantur. Inte* 
»im Ipiiiemus e.^s forrruKs, qu* ex modo traditis llatim integrationem reci* 
^luni. Si qu*nr<r;s difTerrptiale multiplicans, non curato exponente, & ipfl..* 
d fT.rintiata exMbeat differenliale, in qui>d my'tipIicatL’f, ductum, & diviium 
pet conflantes quaslibet, formula eft femper inirgrabilis algebraice . Hoc con* 
A.t , quia fi illa quantitas vocetur = formula mutabitur in bu)u'modi 

nt 

dz^ qus femper tntfgrabilis clt. Excfpe tamen cafum y in quo exponens 
v» = — i. lia dyy/a-\-y^ quia a-\-y habet pro diffcrentiali di/, integratur , 

«jufque integralc = 2-. a-i-y'‘ . Similiter ■ habebit pro integrali 

i y/o-f- 

—V *>-l-i/* Et generattm (iimmatoria dz.a-^y erit .Simili mo- 

a /"f-i 

X £ jf 

■■ - - — erit algebraice fiunmabilis, quia differentiale aa—ttt aequat 

y aa — XK 

diftercmiale , quod dividit, duAutn in — a . Quare ita difponatur 

— I 1 

■ — ^ • a * d X . « a — X X 1 , cujus integrale = — ^ a a — xxl; & gene* 


-p-H I 


ratim xdx. aa — xx habebit pro integrali — 

p a PH- 1 


Generalius 


etiam x^ *dx . f , quicumque fiot numeri p,f, & coefficientea /, 

f , »d pofitivi , vcl nceativt integrationem recijpit , dummodo f non = i a 

ejua 
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cjoi v«ro integratio «ft hujafmodi fc ' * — 

gf.p-i-t 

la. Occurrant interdum formulz, quz quomodo integrentur , primo intui» 
tu non appuet , fed £i£ia co ngrua przp aratione ad przfentem regulam pcrdu» 

cnntnr . In formula J x a s -^-x* non ioeenitu r requifita conditio, fed (i 

extrahatur radix x*,& iu fcribatur conditio fefe manifeftat. 


1 a * 

& integrale formulz ita fc habet — Formulam 

rfx K a x-t-jxx* + x* przparabii, fi extrahis radicem quadrati 

X, 

oa+aax-i-xx,^ hocmodo feribas xdx~h x = , 

X 

cujus fumma =— . a-l-x‘ .Contra iofbrmuIa3ax’dx-t-4x^dx.V'ax-t-xx, 
ut przparetur, intra fignum radicate x transferenda cfi fie 

X 

34X </x+4x ^x. 1/fl x’ -4- X*, cujus integrale invenitur— , a X* -t-x"* , 
Formula fraAa przparetur interdum multiplicato tum numeratore , tum deno» 
minatore per eamdem quantitatem . Io exemplum affero , qux 

multiplicato numeratore , & deoominatore per x , in hanc convertitor 

^ X X ti X , - f l/l I 

cu)ui lategrilf — y ^ax -^%x m Similiter forniuUm 


v/j XX*. 


d X m 4i 


nt przpercs, divide tum numeratorem , tum deooml* 


— - — «UUi UUiaCAeUWIGLU ^ ^nwuwanni- 

K »x*x-4-3xx* 4. X* 

flatorem per /a 4 -x , gc invenies cujus integraleefty^ a a x-(-xx. 

_ _ ^ \Zlax-4-xx 

«jnsntitsri, de cujus integratione non confiat, juvat addere, & demere-* 
eamdem quantitatem integrabiiem , nam ita quantitas pix^fiu,fifflul cum ad- 
dita au t dempta, requifita conditione przdita efi. Hoe accidit formulz x d x . a H- 
quicumque «t exponens p,quz profetio per prefeotem regulam non integratur, 

Icd ndde, & deme adx. a-t-»-*" eo jus integrationem cognofeimus , nt fiat 

.^OI 9 te 11% £ 
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_ m^P ■ 4 * l „ p 

dx. a-{-x sdx.a-^x .Formula ita prxpantx liquet fumnatoritm eflie 
. - •+ ‘ « + ■» rrr^ + * 

4* — • . . .. — ~ ■ “ a S ^ , • # T ^ ^ 

p-t-» P-+-I p-i-a p-h» pti.p+i 

Ita accidet xxjx. a-^-x , (i eidem addas 8c demai «a-Hiox. «-j-x . d x 
quz partim in. reguia coniiaetur,partim ex cafu fuperiore integrator. Fit nam- 
que a-i-x^.dx.a-^x'’ — xfldx — »ax^x . .i-t-x , de cujus integratione coa- 
flat. Idem deas de formula xdx.a-^x addita, demptaque 
4'-|-3 4*x-^-j4x\(fx. a-V-.x^, quam methodum extende ad x‘*<fx.«-J-x^ , 

x^dx, 4 atque ita deinceps. Ex hoc itaque progreffu palam eft,x dx.a+x'**, 
lemper integrari algebraice pofiTe , fi m iit numerus integer, & pofitivus,dutn- 
naodo oon occurrat diiTcrentialc per fuum integrate divifum . 

13. Conducit interdum formulam dividere in duas, & prodocere ad cano^ 
nicam xdy +y dx^ cujus fammatoria eft x/. Proponatur integranda formula 

^ . H*c ita difponatur qu* in duas divi- 


a y » a 
X y a — X 

datur hoc modo ~ ^ 


xV- - 

xdx 


! \/ »— X 


, feu ij aa — xx.D H 


— D 


i ergo ejus 


fummatoria — ^ ‘ ** — •— • Eadem methodo trafla- 


tur 


^rmula 


tui in duas fic 


- a dx 

X 

XX — 4 4* 

dx 


, fi ita difponatur 


x^dx — adx — x^dx 


XX — 44 


, & divida- 


x*</x 


^xx — 44 
Hujus autem fummatoria = 


XX — 44 

X 


, five 


:.</x-4“XD.-=-^ 


^XX — 44 


y/xx — 4 4 


y/ XX — 4 4 •, .j a I 

14. Ad inregrale formula cognofeendum neceffe eft idemtidem , aau eleva- 
re binomia, aut polynomia ad integras poteftates , |wr quam operationem tor- 
mula in plures terminos dividetur omnes integrabiles , nili occurrat tractio 
I a ' 

Exemplum prxbeat x* dx . 4^— x* ,qn*,elevato binomio ad fecundam 
poteflateut ] ia tres termidos diUtibuitui hoc modo 4 ic^dx—za x^dx+x^dx. 


qui 
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10 

% > 
j 4 X » 


(< 

IK* 


Itf 


Uaircrlkliiu (utemJ 


^ui omnes integrantur ita 

* tfx . 4 _ X , quicumque fint numeri m,n, dummodo p fit integer, & po. 

fitivus, femper integrabitis eft algebraice, excepto eafu , ubi prodit —.Nam 

fi elevetur binomium ad potefiatem integram p, mutabitur formula in fummam 
plurium terminorum fimplicium, quorum fingult ad algebraicam integrationem 
perducuntur. Neque vero neteffe eft, ut quantitas ad poteftatem integram ele- 
vanda Iit binomium ; quia etiamfi fuerit trinomium , aut polynomium quod- 
cumque, calculus eadem prorfus methodo formulam ad integrationem perducet. 

ij. Reflat, ut de artificio maxime ufitato verba fiuiamus, fcilicet de (ub- 
ftitutionibus, per quas formula, de cujus integratione non conflat, io aliam., 
convertitur , que cognofeitur integrabilis . A'oponatur integranda formula-t 


— • Ut eam ad fimpliciorem formam perducae 

4* + XX . -q-xx 

mus, utemur fubftitutione y/t ax -i- xx = z ^ & quadrando a4X-f-xx = er 
& differentiis acceptis, fa£laque divifione per i, erit odx-f-xdx = ^(/;^, Itj* 

que peraais fubftitutiooibus fiet - , cujus fummatoria = 

Z Vo+z. s/ x-f-a 

a y/a-i-z; ergo integralis propofitae erit == a -j- v^Ixx+o^ . Speflemus 

t 

, quam ita feribamus— . 


formulam, quam integravimus num. 13., 
— xdx ^ . ~xdx 


— a d x 

■ t 


Quoniam 


XX — X X ‘ 

algebraice integrabilis efl, ponamus ejus fum- 


XX — a a 


matoriam 


XX — X i 

_ K. 


= — ,nt formula propolita in hanc mutetur^. Ut in- 
^ Xx — XX X 


veniamus x, formulam fubftitutkinis elevemus ad quadratum — !! 

XX — XX 


= S 3 L 


ex qua x = — v/xx-Ht^a:; ergo formula fit — — , cujus fiimmainrj^- 


X y/a a-irXJS 


~ ~*~ -^^,fubft 1 tutoque valore z P*t tandem invenies * ■ 


yj XX XX 

Nulla certa regula tradi poteft, per quam cognofeamus , qoznam iublluutio fa- 
cienda fit ad transformandam fic formulam, ut appareat integr-bifis alg-.braice . U- 
fus, induflria , & identidem fortuna analyflz afferent adjumentum . Szpe con- 
ducet per fubftitutiones tollere aifymetriam, advocantes eas formulas, qui- 
bus utitur Oiopbantus ad fua problemata refolvenda. Ad exemplum aflumo lor- 
' £ a ^ ' mulaug 
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nulam ■ — -Ut ndicalitun fermuU evadat expers,op«rtet,Bt<ix — xx 

X y^4X— XX 11 ^1 

fit quadratam; itaqae fiat ux — xx = l-^-; ergo x = - ^ - , & proinde ’ 

4 4 -z 

* - 5 _j_ 

^"4x — XX =: — “ 8i dx=: . . Faftis porro fiibftitutionu 

V !T '• i a 

^ “* "+'?L 

bus, formula in baoc convertitur , cujut integrale = — fed z — 


X X 


_£y^. 


* _ 2 

; ergo fumnutoria propofitz = • Eodem ar* 

a<Jx 


y/jx — XX yfa — X 

tificio fummatoriam invenies formutz xj/x j/^xx-{- ixx-hxx. Quoniam opor* 

^ ^ O, 

tet, ut xx-(-» 4 x-f- 4 X fit cubus, fiat x-t- 4 = — ; ergo x= i « 

' 44 44 

a, ,, I 

ifx ss — — ^ , demum J/x x-t-a 4 x -j -4 4 = . Itaque faftis fubftitutioni- 

A A 4 

oT 

bus provenit 22L£>: . - ? A ^i^4..jus integraleeft 

- - 54 --^- 

4 J • i 

X ,*_x .V 


SH 

- 3 


= — 4^ Reftituamus formnlz fpc- 


ciem X , 8 c fiet 


4 X 


-t- 4 *- 4 *= X -+.4 J . -ix - ^ 4 . 


o S S ' »40 

16. Pergo illnfltmre nfum fnbftitutionum , ut formulam late patentem ad 

integrationem perducam. Ut claritati ferviara , indpio a formula x . 

Fac 4 -l-x = ^, ergo — * = — x; igitur peraAis fubllitutionibus 

i 


oritur z ^ , 


q;— 4^ . Elevato binomio ad quadratum , fit 

' X J 

% 


i i, 

^ quz integrata 

•i X X e 

\ m • ^ 

_ 4 xy 


eft 


I 7 i 

.Sw — 22 * , ; reftituUque fpecie k 

S 9 7 i pro- 
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. —— — T XX 4iix a a a 

provenit 1 . «4-^ ‘ . ’ — 

9. 7-9 S*7«9 


. Luce clarins eft , methodum hanc 


fefe extendere ad formulam generalem x t/x.n-i-x quicnmque fit numerus^, 
dummodo numerus m fit. integer, & pofitfvus. Nam ta£ta, ut antea lubliitu* 

ttone mutatur, in hanc, Elato enim binomio ad poteftatem in> 

tcgram, & pofitivam m, plures termini, oriuntur numero iw + i, qui omnes 

algebnicn integrabiles funt, excepto fempcr calu, ubi occurreret — . Progre- 

' p. K. 

diens ajo , formulam x dx « 4*x. iotegrabilem.fore, fi m fit numeros im* 


par, &. affirmativus, quo in. cafu. m . — i. erit: par;, ergo 


m — I 


integer. Nam. 


iidla o-f-x. 8 c.x*=zd, 3 ^ — a, & xd*= in hanc mutatur. 


1 + * + I 




m ^ r 

• X 


, in qntj quum, numerus — — ^ fit integer , flL 

affirmativus,, binomium ad’ potefiatem' integram elevandum eft. Q.uare formula, 
in plures terminos omnes. integrabiles, ut antea, diflribuitur. . Addo formulam. 

P 

m. M »' ^ — I 

xdx.a-f-x jfl fit numerus integer, &. affirmativus. Ita difpo- 


_ . n* — »•+• t » — I. » » " n- 

natur X .x dx.^ 4- x.- ,tnmfiatrobftitutio « +x =« 

tum peraAia oeceffariis,operationibtts.deveniefflus ad formulam > 




I w+i4“pfi. — p- 


• — n + t 


“* dz-.x . — d. 


,quz fi ^ 


-»4- s 


fit poGtl- 


VOS V &. integer , arque ac fiiperiores,. integrabilis eft. Oiique obvinm eft, me*- 
ihodum hanc seque utilem, cfiie, tametfi alterutet ex binomii terminis ..figno — 
afficeretur. Hxc, & fimilia artificia , auftor Ium , ut- analyfta. plunmum. fiba 
reddat familiaria. Nam quamquam generales aliquot , canones trademus deinceps, . 
per quos cognofcamus formulas aigebraice integrabiles: tamen nifi opportunum, 
artificium- advocemus calculi fzpilfime. molelti.funt,.& inelegantes. 


C AT UT SJ/AT^TU M.. 

De integratioDC formularum per feries, infinius.. 

i. ^VUotiefcumque occurrit formula , qnx aut aigebraice nullo rnodo’ eft in- 
V .< tegrabilis, aut de ejus integratione nihil fcimus, licebit eam ad int^ 
grationem perduceie ope feriernm- infinitarum , perqnas ejus valorem. fim mi- 
nus czafium, laltcm veto proximum- determinamus.. Methodi dux,, de q.uibns^ 

int 
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(n fuptriore tomo verbt fecimus , reducendi in feries frt^iones , & potcilstes 
irapcrte£las, formulam dlfferentialem in terminos numero infinitos divident , 
omnes incegrabiles. Curandum tamen ut feriet fint convergentes, quia diver* 
gentes, & parallelx inutiles fnnt. Sed prxftat prius oftendere metfa^um magis 
anaiyiicam reducendi in feries fra£Hones non omiffis aliquot neceflariis animad* 
verfiombus ; hoc enim perlpicuitatem iis, quz dicenda nobis fuot, conciliabit. 
Methodus in hoc fita eft , ut iradio xqualis (uppooatur feriei prxditz cocifi< 
cientibus indeterminatis. Hzc deinde multiplicetur per denominatorem Irtdio» 
nis, ut exurgat feries xqualis numeratori. Termini Icriei comparentur cum ter« 
minis numeratoris, & per hanc collationem coefficientes determinentur, quibus 
in luopolita ferie lubfiitutis, oblinemus feriem fradioni squalem . Methodus cat< 
teroquin non difficilis exemplis illuflranda eft. • 

a. Sit fradio -r — —< — , quae 'ponatur zqualis feriei , cujus coefficientes 
p tn X 

fint iadeterminati hoc modo - — /t-\~ 

i -H »j X 

&c. Mjltiplicetur squatio per i-hmx, ut fiat 

bBx-+- bCx H- bD>^ dEx^-f- b fx^ &c. 

2 j s c 

— - 4 -mCx -+-»»Ex &c, Fada termino- 

tum comparatione, hoc eft polito primo termino —a^ reliquis omnibus =o, 

provenient hx coefficivntium determinationes .4= -^,B = — = 

— — m D _ — »iE ^ <r ■ j-r 

D — — I — , £ = — 7 — , F= — - — &c. Si hos cotfficientes diligenter in- 

b 0 b 

(jpicias, videbis, eos conftituere feriem recurieotem primi ordinis, in qua ter* 
ninut quilibet datur per antecedentem dudum in -g-' Quapropter fradio 

&c. Hxe feries 

d-+-mx d d d b b b 

L y 

ntnrpanda eft, donec fit oc < Quod fi ^ fiat major — , przftabit feriem 

m w 

ita formare — ? =: — H- — — 4- — 4" — 4 - » fl»** methodo 

/ X 

eadem tradata^ determinabuntur coefficientes, & orietur 

^ Ll— ijl IS.-12.- 11. &C., in qua litterx .4, 

s»x^+-d tn X c j 4 i ^ 

rwx m X tn X m x tn x _ 

fi,C &c. denotant coefficicntem termini antecedentis. 

3 . Sit fudio "** , quam fuppone zqualem feriei , ut infik^i 

* I • f 

■p4* C x 4" W jt 

.. x^d-F x^^Fx^ &C. Fada multiplis 

d^H~ c X -f- n X 

tuuone pet denominatorem, obtinebis 


(S+ms! 
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4-f-m X ^ i Bx-J-iCx +AZ)x^- 4 -iBx^+iF Svt» 
'4”t^x'+-cBx -+■ cC x*-(-rCx"^+cB x^ &e. 

1 i 4 T 

o^ff/fx -f-»B X +»Cx H->iZ)x &C. St ptinuiiLj 

teriniiiuinfaciu= 4 ,iaveoie«^=-y • ^ fecundum =mx, inveniet B =f 

m — cA u * — cB — nA —eC — nB 

T — . Reliqui ufti =0, praebent C= t , D = , 

u n F 

E — ^ , atque ita deinceps, qui coefficientes conUitaiifit ferient re« 

b 

currentem (eenndi ordinis, in qua quilibet terminus datur per duos antecedes* 

tes, quorum qui propior cfl termino inveniendo, ducendus in i^^,quiremo* 

— n _ . 4 -i-iwr 4 — cA 

tior in — — . Quare invenietur = — — . x 

6 . Z b k 

d-f-c X -f-« X 

* r ~^ 9 X* &C. Primse litter* A, B,C &e. denotant 

D » 

coefHcienrrm termini antecedentis, Acundae A^B Scc. denotant eum qui' anto* 
cedentem praecedit > Quod fi Aries invenienda fit, in cujus divifore fit x , boc 

modo erit formanda = 1 H h — «c, , qaa eo 

* * * 

»x-t-Cx-t-S XXX 

dem modo tra£lata,invenientar coefiicientes A^B^C,D conftituere feriem re* 
currenrem fecundi ordinis, in qua quilibet terminus datur per nuos anteceden* 
tes. Eodem progrelTa,fi denominator Aaitionis fit formuU tertii gradus, coeffi* 
cientes feriei conftituent feriem recurrentem tertii ordinis, atque ita deinceps. 
Quae obfervatio facillimam reddit harum (erierum inventionem. 

4. Aliqua tamen funt necelfario advenenda . Ut feries recurrens fiatinu. 
oriatur, necefie eft, ut exponens x in numeratore minor fit, quam in deno- 
minatore.' nam fi fuerit aiqualis, aut major, feries reccurrens non erit conti- 
nua, nifi pofi terminum prxditum eo exponente, qui iu numeratore invenitur. 
Exemplum det fraAio 1 

i' i 

— - — — A -f- B X "+• C x^*+" -D X -+* £ X “V" F X &C. , quas , &fta mnldplot 

4 X 

cattone per 4 — x, ia banc tranlit 

4 — a A d- 4 Bx -+■ 4 Cx -+“ 4 D x^" 4 “ 4 E x^“+* 4 Fx^ Stc. 


A X B X — C x^ - 


D x'*— B X 8 k. 


X /f B 

Fiat comparatio, & provenit A=.t , B = — , C = — . Huc ufque res ordi* 

4 4 

aatim procedit , fed in fequenti termiuo , ubi 4 O — C aequanda efl i , fit 
2 -f- c 

D = , atque propterea ordo abrumpitur . Pofi banc terminum feries noa 

intercepta procedet. Quod fi velles, exponentem fpecici x continue decrsfcere, 

ita 
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j XI* fi F 

ita confHiuenda cffet — — - — znAx 4-JBjr+C+* — -f- —-4- — &c* ^ & 

~ x^y*s X • i 

X * X 

fifl* multiplicatione 

K^-i“ — — A — B X — C X — D — — — Stc. 

< X X X 

-f-4 /?»*-+-« -f. — &C. Faftt comparatione 

X a 

• 

proveniet A^—i^ B =aA^ C = 4B; ordo qui haSenut fervatus eft, ab» 

-\f j 3 . . . 

rumpit ur^tiam — C zqutnda a ; ergo D — x C — x ; ordo -autem dein- 

ceps non interruptus procedet. Quare, ut defeftus ordinas in ferie vitetur , nu- 
merator ^ tot. es per denominatorem dividatur , donec fraft'o fele oBrrat,in qua 
cxpouens numeratoris minor (it exponente denominatoris. Quare fractio io ex- 
emplum adducla in tormulam partim integram, partim fraflam fic erit refol- 

i 

eenda x — xx — xx 4- • — 


'tum fraftio — — in feriem infinitam erit 
x-~x 


■•onvertenda . 

5. Methodus h*e nonpoRuIat, ut quantitas x, cuius exponentes debent in 
ferie trelcere.-vel decrefeere ordinatim,io fraflione aiTt-aa (it exponentibus inte- 
gris. Verum (1 exponentes (int fradli, ne temere progrediamur, opus efl determinare 
fcricffl aritbmeiicam,iecundum >quam -exponentes debent in (erie crefeem, aut de- 
crefeere. .H.ncbbrem fac invenias feriem arithmercam maxime' (implicem, quz 
complebatur exponentes .omnes tum numeratoris tum denominatoris frabionis . 
H*c ent progreffio -exponentium (eriei, qux debet incipere a 0, (i exponentes 
crelcant, 8c a maximo exponente -denominatoris negative fumpto, fi decrefeant 
exponentes, five, quod idem efl fi xrefcant «xponentei x politi in denomina- 


tote. Res necefiario declaranda efl exemplo .~Sit propofita frabio - 


4-x* 


» — 4 ^ X* +a 


In bac exponentes diviforis -conAituunt Teriem aritmbeticam o , , i , fcd 

in hac ferie locum non tenet exponens numeratoris Ut inveniatur fe- 
ries omnes complebens, reducendi funt exponentes ad eumdem denominatorem, 

% 2 


qui invenietur d, & frabio ita -exponenda «rit- 


6 . * 
- 1 - X 


4« -4 


i i 

■« ~6 


Appa- 


rct exponentes contineri ia ferie arithmetica 

O 9 O O 9 O 

Itaqne fi velis feriem, in qua «refeat exponens x, ita zquatio flatoenda erit, 
fuppletia in frabione terminis intermediis , qui dcfnnt io dcnomioatoie , frba^ 

Bul- 
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■altiplicationeptrai ~ 


. s 


•i< 


1 

T 


.'■i' 

s 

T 


} 
tf 


-O.Jt 

4 

"6 


- 4 - 4 ’ ''‘ 

-4-0. 
V 


d.- 

< 



&C. atque bAis necclTa< 


A+Bx° 4-Di,® +E»' T"'". 77" P"T — " 

riw opCTttioniboi oritur fcric* rtccurrens ordinis f«xti. Quod fi vel u lenem. in 
^ui dccreiceut exponentes x , five in que x pofitus ut in divilorc , etdem Ira- 

ftio jrquanda eft -L + ^ + _L ^ &c. «x qua 

e*»>- -i «ui 'jf^ jf* . »*„ ** * 

orietur pariter fexti ordinis feries recurrens . t a- ■ 

t. Ut vites leries reeurrentei altiorum ordinnn , pr*ftabit non raro, lraHto« 
nem in duas , aut plures diftribuere , & fingnlis fuas feriM «quales invenire . 
Hoc in fratiliotte num. fuperioris palam fiet . Divide enim in duai , nempv 

1 I ' ^ ■ 


‘ —I — 


•4* jr » — 0* jt* •+•* 


Primam «4« , 

/ *»> •. ’ '1 1 , -r vf*’' ■ A 


i- 


JS»* ^-C*4-D V* 4- Ex* &C., & per methodum ttadimm dcwrmina. 
bis coefficiences Ay B,C 8 k. per feriem recnrrefttem fecundi ordinis. Ut alte» 

ram lra£Uoncm in feriem redigas /epone multiplicatorem jt * , St fraftioni 

' , -- 

— feriem «qualem inveni, quam deinde multiplica ^r 


i--‘ 


tfaodus b«c, quz infericbnicocfficientcs adhibet indeterminatos, elegantiam maxime 
adjuvat & limplicitatem. Sed nili ant de tnduftria' determines » eut fortunate 
incidas in eam exponentium progreflioaem , quz ad rem facit, frurtra fupputa» 
tioaes inftitues; namque comparationes aut io abfurdum delinent , aut Kiiem 
deftrucnt . Quod fi ex collatione inveniamus coefficientium valores eoiigrutw, 
qui feriem przbeant, certi fiemus, nos, veram exponentinm progreHionem el^ 

7. Of methpdnm hanc in difficilioribus etfibus permultis ufurpere limat , 
oportet facilem, '&'nped!ttai methodum cognolcere , qua aliquot operationea 
in feriebtts infinitis peraguntor . Ut facilitati eonfulam in hilee inflituendis , 
fpedbibo feaper iirica, in qmbns primus terminus eft conflans , ecundus 
nens jt linearem. Quia, quum feries debeant habere exponentes * in progretua- 
ne arithmetica, ad eam formam omnes, reduci poflunt. Nim fi in primo ter- 
mino exilHt iv/lw feponntnr tamquam omloplicntorcommunis ^niumtermi- 
norum , & in ferio , qw reliqua en , operationes inftitnantar . 'Ss w Imtmuo 
..Tau. II. F 
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M A-h B j, + C jrV D xV ace. 

ff l _ S -k- i * ~h C X - h d jT^-fr e f x^ &c. 

f ^ mA ~htBx Scc. 

-4- b A X *+• h B X -\“b C x^ •+* b Dx -4-^ E x &c. 

-4-Citfx*-4-e B x*-4-f c/-f-c i»*’' &C. 


termino x faabeit exponentem fra£tam« aut aegatlvaffl, fiat & feries ad 

exponentes integros perducetur. 

w 8. His pneniffis quomodo feries fit multiplicanda per feiiem primam dtH 
Cebo . Sint (eries doas M, ly 

Fiat multiplicatio more h> 
fitato , & oritur feries P 

Diligenter infpi« 
ciendum ell,quo* 
modo ptogrediun» 
tur coefiicientes 
fingulomm termi» 

j^f Ax’ 8ce. 1 nonim feriei P.' 
Primus eft produfl^um ex duobus primis terminis ferierum M , N. Secundus 
nilcitur, fi primus feriei N multiplicetur per fecundum IW, & fecundus IV per 
primam Af. Tertius .^o^cipos o^iactory fi primus cum tertio, fecnndus cum 
fecundo , tertius cum 'primo inultrplicatur . Atque ita deinceps finguios cmUici- 
entes feriei P determinabis, fi tot coefficiences ordinatim fumas in feriebus 
N , quotus eft terminus inveniendus, tum primum unius ducas in ultimum aU 
terius , fecundus in penultimum, tertius in antepenuUimam , atque ita dein- 
ceps, donec exhaufti fuerint omnes.* at que, iMC,iiictU metkodo multiplicatio per- 
ficietur. Ia exemplum profero lequeoces ie^.. 

» I 4 t ■ 

4-4- * - 4 -- - 4 - 

a 0 ' 0 

'V-a 4 8cc: 


• 4 “ d A x^ " 4 " dBx^ + dC X 8 cc. 

“4“ t A x^ -4” € B>^ &C. 

J 


5 


que fi invicem multiplicwtor , 


dant 




' ' ■ . a a 4^ , a . a if^ . ' ■ , • . , ' 

44 — 4» + ax - 4 - - 2 — — ~ &c. . - 

• a t 

44 

9. Dividenda jam fit unitas per feriem infinitam 
4 - 4 - f * -t- c -H 4* e / - 4 - / 4’ ftc. Fraflio fiat xqnaUs feriei infinita 

A i- Bx-+-Cx^-hOx*-i-Ex*-+-Fx^ bte.irnju* eotfficienies /?. B,_ C Sce. 
determinandi fuet- Mtiltiplicctur xquatio per feiiem , quae pofita eft in deno- 
minatore, ut fit.> 

Fiat ronltipUcatio > ut 
prsKipitur noau fuperiorpf • 


s — A B X -h C X -i- D x^ -h E x^ -+• F 
du&z in 


&c. 


b x-h c X - 4 ~ d 4^ * 4 ” r 4^ •+• f &C. 
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4^4-«Bx-+-«Cx*4-<Dx*+<«Ex^ +«Fx* Scc. '• 

1— -^-i>^x-^•^Bx*4-iCx^4•*^>x*■+-^-E*^ &C. . ■ 

-\-c An "H c B X •+■ c C X -H € Dn 5cc. 

, 4-W/r*^+ ^^BxVrfCx’' &C. ; 

+ ri^x^-f*r Bx^ &c. • ' - v- 'r 

f A 5cc. 

Si primus feriei terminus fiat =i, reliqui =o, provenient b* determinatio* 

- b A 


nes coefficientium , qui determinandi veniuat , — — 

' ^bB-cA —bC~cB — dA • 


, B = 


C — 


, U = 


, * 


&C. 


4 ' 4 

— bD—cC — dB — eA ^_ — bE-cD—dC~eB — fA 

E= ,'F 

a • 

Quod (i numerator non efler unitas, fcd elTet formula ant finitis, aut infini* 
t:s terminis conflans, vel eodem modo calcnlum perfice, vel inventa feric »- 
quali fraitioni, cujus numerator eft unitas, eamdem multiplica cum numerato- 
re, prout przcepium eft. luvenienda fit feries, qux zqualis fit unitati divif* 
a J . 4 ' w 

per feriem i — — -I- ^ &«. Ex calculo fuperioee ■ invenio 

4 a i * , > . 

^ " > . t ... t 

A— It B= — , <r= — , Dnr.Ot E = a, F=n &».; er^ quotiens non eft 

^ 'ix XX ' ' 

feries infiniu , fed uisomium 1 4- — -i- five i ~ . 

’ a o a * 

- 7 

IO. Tranfeamus ad operationem maxime difficilem elevandi fedem infinitam 
ad quamlibet poteftatem p: ob quam rem methodum feiigo, io qua ufus cak 
culi differentialis cognofci incipiet. Itaque fu feries IWelevandaad poteftaterop: _ 

M I a -|- b X -H e x + d e x -t— f x + g x ■+■ b x fice. - „ 

Huic elatz ad |X>tefiatcm p iiac squalem feriem N ^ . . 

ot habeas aquationem Hzc aquatio valet qUicumque fit valer x ; igi- 

tur etiamfi. x = o,* fed pofita x = «, provenit A=a ; ergo determinatos eft 
valor primi cocificientis A. £quationis = N fu me differentiam , ut habea 

p.t/f *. Adxta fxdx+j dx*dxt 4 ex^dx+s / jt‘*^dx^6 gx dxiy bx dx &e. 
.=BdxtiCxdx+jZ3x*dx+4Ex’dx+sFxV 

Ubi eft dapicx prima eft cocfficiens, altera nota diJftrentia'. ^Nunc div 
primam partem per .^dx , fecundam per“wd x, yu* aquamur ; Sc obtinebis 

F a P’ 
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^i-¥ bx-ircx ^-d *^-b^eM*+f x^-hg X 
B-t-iCx-t-jOjr -^-45 s F x^ + 6 G x^ -+■ 7 H X &C. 

Jl+ Bx-^Cx -h Dx^-\- Kx*-b- F x^-^G X -^-Hf 8 tc. 

II. PofTem ftitim dctcrmiiure coeScicptem B, faft* *=»» flu** prov^ 

ergo fl = — —.Sed quooumtuc methodo alii coeflkientes non 
A A a . > 

det erminantur, preducenta calcolum aquationem a dieiro ribus liberemus , ut fiat 

/• ^ + »r Jf”!" 3 dx •+'4r x^*+» 5/jf*-+-d^ jr'‘4“7 
• dudla ia 

Bx“i~ C* -+- Ox^^- Ex^”i“ Fx^”t*C X + Hx &e. 
squalis 

. B.+ a Cx + j Ox + 4 Ex^+ j F x^-+- 6G Scc» 

^ du£la in 

e“l"Ax+fx +dx*-f-r x^*4-/^x^-4-f X -f-^x 5cc. Jam vero multiplieeatut 
ieriCT/qaa inter fefo funt muUiplicandz , ut prov eniat arguatio 


/. 6 y^'+■ ^Bx+ ^Cx*-h tOx^-h ♦Ex^H- bFx-\- b G X bHx &c. 
-►•*r/^N4-xcBx*-+-if D’*^4**f Fx^^+arC*^ &c. 

-l-i</^**-t-g</Bx^-i-jx/Cx‘-4-3dl>’‘'4-3d Ex^-t-gdF*^ &«• 
. . -Hs/xtf»a*+j/Bx'4-./Cx'*-i-s/i)x’ &«• 

. '. , ..• ' 5gBx«-t-6«C*' &C. 

■' ■ aqualis -\-’ 2 b &*• 

aB-f- fBx*4~ c Bx*-+» dBx-^ eBx^-H /Bx^ -+■ gBx -i- bBx &c. 
-J- 2 eCx 4 -iiCx* + af CxJ-j-idCx^-f-xr Cx^-+-i fCx^-^-zg Cx^ Sic. 

+ 34 O x‘+ ibD x ^+ 1 c £>x*-t-J d D x' 4 - g « O \f D x'^kc. 

. -f-4<»£x'-4-44£x+-4-4C Ex^-+- 4(< Ex'^ H-4eEx^ SeC* 

“ 1- 5 4 Fx^-t-j ^ F x'+ s c F s d F &c. 

4 - d 4 G x^ -+- <J i G o f G X ' &e. 
r . 4-7«H**-+'7l’ 

Hujus ^uarionis progreffos ita pmeaa «ff tum in totuareishoriaoutalibus, tum 
ID vertkalibus, nt faperfluum fit, de eo plura dicere. 

la. Quoniam vero zquatioideatica efle debet, Tiaguiorum terminorum col- 
latio |ot zquationes. prabebir, qnot iont litter* B,C, iJ &e. ,per quas edeffi- 
cientes omnes detcrnuaatiokem accipient . Hujutmodi autem valores ptoveniuat, 

quibui addendus eB valor xt fupra Inrentus /t ^ . B= 

* <« 


C = 
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C _ P~ i* jy ^ /i— i.iC-f-iy — 

» a * ) » 

^ p — ?.AZJ4-»/> — >.fC+ jp — I . dB-^~ 4 peA 

t» — ” 


4 * 


„ p — 4.iE-*-tp — i-fD+ip ~t.dC-h4p—-t.eB-i-^pfG 

^ SS — — ■ -.1 - I ^ ■■ I ■■ » , m 


5 ^ 


G= 


p — $.AF-htp-~4.cE-hfP — t-d CH-4P — x.f C-4-5/— I t/B -(- 6pgA 


6 a 


-t E-\--^p~4,d g-h 4>>~3 t/C-4-tf<>- i .pBY^phA 

7 " 

PjtcDS efty quomodo horum cocffidcntium «aloiei progrediantur , & qormer^o 
cx progrtflu reiiqui poiilnt inveniri. ’ 

I). Methodus infervire etiam poteft elevando ad qaamlibet poten.tem p 
polyuomio, tamctfl conftet finito BUfflero rermiooram. Eteoim fatis erit ponde 
=ro coefBcientes omnium terminorum, qui defunt ; quo in cafu Ot ruinae- 
rus integer, feries abrumpitur, 5c formula continebit finitum numerum term lO* 
rum. EHeramus ad potefiatemp binomium e-t-x.Qiiaodo d = a,& r,d,edtc. 

'omnes =o, provenit Jt-= / ^ B'~^- c=- — 0 =t 

s a « aa 

-mm—-. '■ — p 

E= - — F=- — Sic. Qiii valbres, ff’/d,B,'C'&«.‘fucceffive fu5- 
4<» 5 « 

iiituantnr , in bos muuntur, A^a^y-B = p.a’~‘ ,C = ^ y. 


*:j »*a*4 




F = 


— ^ , a ^ &c. qui cohaerent cum illis, quos-di ver» 


a,j.4.5 _ 

fiffima methodo in fupcriorl tomo inveoimus.Elevemm-ad fecundam poteflatem 
» 5 

formulam u— Fiat a = a,-iac— a, c = -i-,d= — , 
> m a a , . <l . 

reliqni omnes =i)yScp—i . Subduifis rationibus invenies A— a <r, B — — 4 a, C— 10,. 

D — — i2,E=— , F = G = — ; ergo quadratum pfopofitx J6r» 

« a a i 4 . -f ' 


mulz erit /rm— 4«;r-+- lo.x — 

a a a r , 

• a a ‘‘ 


\ 6 " 

4 


r*- 


14 . Alkni icriei methodum applicemus. Ad potcftatcm p alevandi^t fi»* 






yf X ’ 'X X -a W r 

ries H — H H &«. Comput» valoru coeificientium ii^ 

-- 4* / 
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dctenninatorun poGtis « = 4 , r, « &c. omnibus =1, & invenia 
A -/ R — «/“' P -* 


. /)-hi /— j 
~ •*• ‘ • A 


O - ILI I . ' - . / “ ♦ . qutre poteftai 

».3 a.3.+ 

fcriei propofitx erit hujurmodi 

/+« /- /-‘s* &C. 

* J.3 »-3*4 

I2i p=^^, fiet quadratum iieriei propofitx 

J 4 

i*-i-i4x-f*3x*+i!L -(-Uf- &c- Si p'= 3 ; cubus erit 

4 S . ■■ 

1 4 

4 r 

4’+ 3 4‘x d 4 IO x’4- — — 4 - &C. Si p = 4 , quadrato quadra* 

. ' . St ^ t 

‘ ^ 39 

tum erit 4‘*4-4 4*x-4- i04*x*^- 3 $ 4x'+ 5 « x*-i- — — ^cc. : atque ita dcin* 

t “ 39 

«ps. Si p =— , ut feriei propofitx inveaieada fit radix quadrata , prodibit 

X 4 

41 4- 4- ^ : . 5 • 7 ^1 &C sip=-l«it 

TT j ^ L 3 

T i 7 ♦ T ^ X 

a. 4 \ a. 4* a. 34 - a. 3. 44 

1 1 ^ A ■ 


4.X 


+ 


4.7 . X 


3 . 4* ' 14 


^ 3 **a.,. 4 ^ 


_( 4- _ 7- (Jj jg yg. 

■ 11 ’ 


iiquis. 

15. Refiat, ut de operatione masime difficili agim, per quam, quum 7^ 
eft xquaiis feriei ex x coalefcenti, invenienda eft x per Sit xquatio 

y — 4-l-ix -i-f x*-+-43x*-+-ex'* &c. Fac i/ 4 = s , ut habeas 
Ml x 4 -rx*-j-<fx*-j- fx^ 8cc. Suppone jam . ■ 

N 1 X — S -4- 1?:^^+ E a:^ &e. Aquatio M elevetur ad quadratum, ad 

cubum, ad quadrato quadratum,. & ita deinceps j tum valores aj fub* 

llituantur ia aequatione At, qux proveniet identica. Q.uarc fi primum cocinciens 
fiat 3=1, reliqui omnes =0, determinabuntur valores fi,C , D &e., atque 
adeo dabitur x per Ad exemplum fit 
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C^TVT 

M =:x^- — - 4 - — M &c., erit ez num. fnperiore 


m. 


iiL-,- lif! . 

- / . ■ • . • • ^ 
..4 . t < • . 

+ &c. 

/ ^ • .. . - 

T * 7 

z* = -t- &c^ Offloes. HH valont' fabfiitiuBtur Ift (erfc 




Nf nt fiet 


* J ♦ „» 

g X - 4 - B i- B }- B — + B — " 


. ■+• cx: 


+ &C., 

' - ^ * - 1 


* » Z>x* 6Dx^ a,, 

4- Dx^+ii^H — &C. 


■•' , .. , -f. E X* + i^4- &C. . 

Fx' &c. • /' 

Fafltt at per cft,. compantioBCy io venies B= ii. _ . • 

_ — B _ — I i£— _L £— ^ . 3 -— 1 ^ — 

4 4 * 4X « e e’ X* X . . X? 

F=: H® _I £? ££ — = -i. , & fic de reliquis. Itaque erit 

4 ■ i » X 4 ^ 

X X X 4 . 

1 ? 4 7 f» 

* = z _ i- 4- Si. — ^ ^ &e. Q)ure ftibfUtuerim [m ^ aliam fp*^ 

^ X * ^ ..4 i ’ ' " 

ciem s — >t — x , quifque per fefs videre poteft . Etenim pormnem- 

^ = y 4 -f-Bx-f-Cx*-i- 0 >«’ &C. , fafta fubftitutiooe, in fingnlis terminis oau^ 

rerent (eries verticales, ex qnibus iAveniendi effent fnecefiSve valores A, ByO 
&C.,. atque hze operatio in lingulis repetenda. Analylis hstc longa en, 
ficllis, neque ad. eam confugiendum efi> “ifi quum alim faciliores methodi, da^ 

id. Sed ufus ferierum in integratione formulimnt differentialinm offendem^ 
dus. Nimirum formula transformanda eft in fortem» eujus omnes termini inte» 

pa* 
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gnttoBem ttcipUnt. Esemplis res aperienda. Sic propofita formula 




i J 


£ " ^ 

qnx iotcgratioiKm algebraictin non fufcipit. Fraftio — coavtrtatur in (c« 

9T 


riem infinitam^ ut &at 


.= I 


) < 9 

« X X 




+ JL ^ JL &C.; ergo 

i * 9 


~SJ- — z=Jx+!LAJL 8cc. Itaqne habebimus - 

* — X 4 4 X « 


xV* 


Jj 4 7 '• I ■• 

S -^.^ = x-4- J^--uJL -f-— — &c. Series h*c eonvergens el , doaet 

fit 4> x; (i rero^x;> e.^poft aliquot terminos fpetie convergentes, eeadit di- 
vergens, atque adeo mutilis. Quare in hoc eafn fatius erit, ita diftribnere lor» 


r i 

4 —X 


^ fi jf 

.nutam , & convertere in feriem ftaftionem 

9C S 

'id 

— - — — J- . 

j t t < 

— 4 d* — X dx 


■ 4 ^ ■ 

x’- 4 * 


. Fkt autem 


.9 


9 

X X 


T» 

f— '&Co.*& mtSliipUcando per 

i& * 


X^- 4 * 

-.^dx 

i } 

X 4. 


O j 


4’dx 


• »e , 

& integrando 


10 


"8x II. X 


ta .r* 

&C. qo* convergent ell, «»> 


a X _ j * 

que magis, quo «e magiS'ezcodit 4. r • r- ' 

17. Ali auctum czcmpluof^ quod poteftates atians iaaperfe«u rwpicit, 1 ^ 

lieo forraulaiB xdx . 4 ->-x^, quam docui effe integraWlem non folum exilien- 
te f numero integro, hd etUm frado,Jc negativo. Snpponens 4 >x, converto 

io feriem potertueia ,A dwnomi i 4-4- >i , hoc modo — 

t±T_l f.p-i.. p-x ./-5x’ 5^;; 




■ - r ^ p — I 
4-+-X =4 -:hpx 

r* ^ f 1 

Faiia multiplimione ^ xdx 

ardjj.4-^=r 4^x</x-(-p 4 ^ ~ ' 


ntZl} -. y - « y ~ ^ /^x ^c. Integra * 




pip— I 1 I, . 

£_£ 4 > .-x <i> •+- 


a 


-il* 

. 


SxVx.' 
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f t p—i j 

Sk4 X. 7^:= IT-h-AlI fL 

»“T ^ 2 I 






iit. 


**4 *- 3 - 5 

Adverte , fumnian hanc ita aceratam eiie,ut, (i x = o,ipra cjucxjue millefcat. 
Si ^ iit oumerut integer, & amrmativus , liquet reriem abrumpi, ici finito 
coaftare numero .terminorum , nam quum lueceiTive inveniatur in termi* 
nis p — a, p — 3, p— 4 &c., tandem devinitur ad o,qui quum feqpentes te^ 
minos lemper multiplicet, omnes evanefeunt . Itaque in hoc cafu formula flatim 
cognofeitur integrabilis. Verum exiftehte p numero ira£lo,aut negativo, feries 
numquam abrumpitur, fed abit in infinitum. Quapropter liquis eit ferie in- 
finita, in quam incidit, pronunciaret , formulam Intcgrabilem algebraice non 
ede,- in paralogifmum profedo caderet, quum aliunde integrationem formulx 
cognofeamus. Hoc exemplum de ioduftria attuli, ne quis adeo fidat methodo 
ferierum, ut ex ilia unice eriterium deducat cognofeendi formulas integrabiles. 
Nam fi (eries abrumpitur fine dubio formula recipit algebraicam integrat 
oem,fed, non abrupta ferie, poteft efle algebraice integrabilis, quum feries a 
geoeratim , aut in infinitam produfia poffit in fummam colligi . 

* i 8 . prasftat fummam eam , quam modo per feriem invenimus , con« 

ferre cum illa, quam per fiibRitutionem determinamus. Fafta o-4-xrz? pro- 

. p P -t I t ~ ^ J 

venit ~ X ergo integrando cum additione-» 

conflantis, qu*, ut mox apparebit, in praeiens ncceffaria eft, Sxdx.iTT^ ' 

p +1 p + I — — P + p '4 1 ( 

— 5 uA — t±l— 1 L- -r-pit 

f ~i~ ^ p 1 /> -+- » p -f- I * 4 


z 


p-ht 




■pi 1 




A . Quoniam-. 


iptegratio nam. fuperiorii iu taAa efl, ut nullefcat, Ikaa. x= e, ut coh»l 


itant,'eodem modo ifta fumenda eft; ergoV 


e** 


p + i 

0 


— *+-.<* =t e , feo 


p-i-i . pri-i 




+ a 


nQ.we vqr*- %%iiajt<(rU evadk Sxdx.o f x i x' 


■p+i 


p + a 


. . Ut palam fift, attum hfec cumfii* 


perioM coai^aiat) deva ad pot eftate m 1 biao^m #- 4 -x , ut fiat 

% c 2 » j 

Multiplk* p« — - 4 — ,&habebis ‘7T^^\ — — -L_=s 

pfa.pt a /t» pf*.pti 

pta P+r p- a — * p — r t - — — — — p— * 4 

— * * po y p.p— i. <r X p.p — I .p — a ,< 

pta.pfi ^ a.p + a i o.g.p.t - a.j.4.pta 


&C. 


I" a.pTa ia.. 3 -p.t« •- a.j.4.pT» 

pfr p p—r-| — — * — ^ P—a 4 ■■ 

X xpfi.sx pfr.p-» X* pti.p.p-i.a x . 


Txm. U. 


pfa pfa|_ 


a.pt a 
G 


P-P' 

s.j.p t a 


dcc. 

Coa- 
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Coatnluanir umiai utroblqnc aidatar 




pA 


■4- 


&C. Quum k«c feries eadta Ik ac il> 


. . ' ■--> ♦ t X a 

M aefiuMt cqnatio « -hx ^ 

^■4-a.^4"S 

t \ . p — I J — - p— * 4 

< X ^ p^p — i.a , * 

•* • . * **4 .- 

Is, qM habetor awn, 17 , apfam daas integrstioaes esqunte Magrom;iiiM 
fertei in inbfHtnea produd» per prinum inveatx facMda mtegriBoeahi^fnoa» 
aum. Vidu p«r (vwc metbodom plorlam ierierom in Mfinitam prodncunuia. 
poffs bunmu AMnunari .SadhocaA prafeas aoiirum inftitutnm Boapatuoat. 

sq. Excmplnm teitinoi det fcmnla 4* Eltva ad potaftawn ^ 

I ■■ -? 

d«o biaoaiia e*f-/x*, qne ita el evata voca M,W> nt fc 

»*d *4 : • • 

Jf = X* - 4 - 

' M ■ • * X 'a ' ' '■ - 

Fac —=;^^B x*-4-Cx^-+- 2>* -*•*»« ^*c.> qia» leriea» Bwlti^a 

dtriea JV, lu oriatur 

. ^-1 * !• 




*^*C* &C. 


p ■' 8 

t* Otf 


* 1 . ? ,r 


Ad determinandos 
coafet hujus 


- •/ ' • '••' 'I 7 ' ■; 4 T *x ■■• *' 

linandos ntores coefEcientiam if ,B,C &C. ' i., 

is leriei terninot (ingulos cum ferit M% St ^ 

P . - ^ ~'i v' 


uveua 


iaa< = ^,- gk!:JLJlZJLU£'. , 

/ .. - iT - ' 


c= 
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% 


i /"V*- ^ -. > 




I. « 


jy^ p-p—t.p-t 

*•? 


4. I • ■•• U »' H 


: ^ y’ ■ ; - -••- " ' 

E— ^iEL^izi-iEi 4^y ^ >•/*—« 

*.j .4 ■ ; »*3 

— t 'f''Z 2. — f b^g D 'dlvir* per / . ^ ;Vi*^ *.- ' ' -j 

Ex progrtfl'u ouDifefto fluit m«thodus detcrmid|ji(li relicuos coeflicieatet. 

M. Res ipfa jubc^, dos proferre tWorcara naxi me atile,~qaoii in epiftoin 
prima ad Joreoham Sozziam d^onikavit VtffMiuiua Riccati» Ja primo Oji. 
tomo opulculo lexto. in zqnatione 

( I ) da z= lif, fi g detur per x in "squ^tion* ^ 

^ t . * i. . 1 .^.^.: ' t:.i 

( . ( , CZ ( — T~ .. .’: | > i 

(II) &C. s — S— S— 5 —.seq^ iaeeaitur ar per fcrieaa u &f» », 

^ s K. j , /g 

& coftantibus coalefcentem . la formula II pro — fubflitue — ; cquales c« 
aira effi has qaaotitatf* formula 1 doc et; Oritur se^natio ^ __ ; ^ 

( n I ) te s ^ s ^ ® =V: V.q.i i ai«i» 1 ■« = ^ ;' 

.r,. te s'^ -p« ^ 

tc integrand o fiet ~ - ' . . ^ _ r , — . s* 

{ ( • ■ • ;■.•« ‘ ! * » 

(IV) &C.S— S— S— 8— S.lfJi =: Ia qua forran|a janiaerus^ 

g norum $ aniute fopamt nnmemm fignorum corumdem , qua iafuat in forma» 
t 1 1 . Ex 1 V ope lerierum focillime invtnietur * data per u . Fiat enim 

( V) x=yf-4-Bi» Stc. - ' 

ai. Sopponamns ia formula U unicam adelfe lignam fammaionufflt ' duplex 
foIV,utJa t . ^ ^ , 

S^S— - =if+B«-f-Ca*4-D»’4-E/-l-F«^ *c. 'Diflferentietur ^ 

quatio, k muluplicetnr per ut fit 

X G a ■ 
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'.LltEt f %1 M US 

S Su. ftSU iterun M 

SmntUtioDe , Mdcnquc mnltiplicttlone , orietur ' ' - . 

** — C-4*>.3 j /}m-4*3*4^ JSo “t*4*S<* 4 &c 

Kries dclMt effe identica cum ferie p^appolita zqutionis V. 


Si duarnm ferierum temiot comparentur . invenietur 

. =-j!.Tr= -ii: ; v= 

^ 1.3. 4.4 a.3.4.s*d«4 

’®=— »*' = — ^ 

Qjiipropur habebimu ^ 




'A -h 


A n 


AtT 


Au 


X = 


Bu-¥ 


% « 
Bx* 


0.3. 4. 4 


o» 3 * 4 *S*^*x 


&c. 

&C. 

: &C. 


H- 


B x’ 


Bx 


&C. 


* ; 4 *" ^4 

a. 34 a, 3.4.1. 4 a. 3. 4. 3.4.7. 4 

Detcrminationea eSeSa ofkndunt, ihias quantitates A^ B iodeterininatu ma> 
|Mre, qmt io fingatis eafibna nant determinandz . 

as. SapMnaniut deinde in aquatione II duo inefie Ggna fummatoria , txin 
in IV. Faf tis iifdem operationibus, quibus ia cafu fuperiore uG fumus , pec> 
veniemus ad au)uationem 

S -^^^=a4V-t-a.3 4*Dx-4-g.44*£x*-+-4.$4*Fx*+s.4 Cx^ fikc.; ergo 

. du 

diSereatiando , 8 t dividendo per — , arietor 

f - - . . , ^ g . . y ^ ^ 

x=aa. 34 *Z>-+-a. 3 . 4 .JEx -^3.4.5 4 *Fx - 4 - 4 .j.d 4 *Gx*-t- 5 id. 74 *Wx^ &c.« 
qu4 feries identica Iit , oportet , cum ferie V . Qiute fi comparentur termini , 
obiinebuetur fequentes determiaatioase - 

P= - ^ . ;c=- ^;*= ^ :: 


1= 


i.a.3.4 

B 


;H= 


i'.a. 3 . 4 .$>d .4 

B 


:;i= 


t. a. 3. 4. 5. 4.7. 8. 74 

B 


r = 


a. 3. 4. 4 
C 


• e — a 

— : / = 


J' 


a. 3. 4.5. 4 ' 7 .4 
C 

T S' 

3. 4. $. 4 . 7. 8. 4 




a. 3.4. $ .4.7.8 .9. S 04 
C 


3.4.5-.** 3.4. $. 4 . 7. 8. 4 3.4.5.4.7.8.9.10.114 

cz quibus determinationibus conftat, tres quantitates A^ B, C indeterminatas 
niaMte.luqueetil^ ^ . 


.F* 4 * 
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A + 


Au 


Au 


%* 3 **>**^* 7«4 

Cu 


1 1 % •*•• 8 • ^ • ji 

, B» 


&C. 


&C, ■■ 


C»*- 4 - 


s.). 4 .tf 


»•3 


• • IO • 4 

II V 


Cm 


Sai 


3.4 . <.4 

13. Si trit Bofint 


* o * 9 

3 .4t...7.8.« 344.... IO. II. 4 

figat fummatorit ia zquatioas II, q^ottuoc ir I V , ev 
4eni intuta tnalyfi iaveaitoius ^ '' 

. Au* . Au. Au , 

A H 4- : s r fct. 


4 08 

i.a.3.4.4 ' <'i.a>3...7.8.4 


t.a.3. 


Bu “+■ 


Bu 


5 


Bi* 


- *» 3 ‘ 4 *J** 

_ * 

„ * . -Cu 
Cu H 

^.^.$. 6 . 0 * 

Du*+-°l— 


IO 

Cu 


4 - 


Bu 


ix.i&.ii 


n 


u 






4.545.7.4 


“ 8 ■ ia 

3.4. 5. ..7. 10.4 3.4.5.... 13 . 14. 4 

} ,,•.- i . , n 

Du , Du 


4 ^5 .^. 4 . 10 . 1 1.4 

hi qut quataor 'qatntitam A,lt,C, 
ilui 
Bugii 


Bcci. 

. - . 1» - 

4.5.0..., 14. 15.4^ 

D adbac iadecerraioatz fuperfuot.Meth». 


jaoi iatti apme docet, quo pado cotHiaieata ferid V fuppofitz io. caiib» 
ii compefitis deteramandi veotaot. ' • ; •!•• 


04. laem dicu rclioi d« zquation» k 


(VI) du=. 


a d X 


, fi K data Iit per x ia formoTa 


« . 


I d t- — ■II.-..— - *• t 

(VII) fa. SZiJt S^:^iii=3t.Iluiiq!aetMdk»ttf^ 

u j • ^ ’ * 

fua authodora mvemef 




A U ^ /i IA \ A t 


(VIll) fce. Siii S— S— S— S— " =S~», tx qua,. p«fuppo6ta 

a a a a » . ■(- *. 

iiemna feric V, iidem prorfui coefiicieates exurgent, led cum aliqua varietate 
fignorum. Namque cecfiuientes, qui indeterminati remanent, & qui in noflria 
faricbiis cooliituunt primam columnam verticalem, (i Ggoo - 4 - afiuiantur, qua 
formant (ccundam columnam verticalem, afficientur ligno — , qui tertiam, ft^ 
gno +, atque ita deincepa, altcrnantibua femper fignis columnarum vertic*> 
Uodi ita, ut in illis, qux tenent fedea impares, prxfigudum fit fi^ona 
illa vero, quz occupant iedes pares, figno — fint afficienda . ^ 

as. £x his, qux ba6Uout explicata fiuu dilucide, piosUre'aft cognlteg 
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V1%M% r^iM9£j 


tEqution» II utnio^w iadetetniMattm duui icperiri ftt §aits ex tn<> 
tis iadeterniaiu u coalefccDtes. Etenim poCujM=^^~ inventa eft fupta x 

»» • ' * • < r "• 1 . ; . I 

«qaalis (ierici exjncffise "per u. Sit porro x=i4+BH+CM Sce, 

«ujus feriei coefKcientes in Gogulis cafibus determinavimits. FJat diflinaliatio , & erit 

d»t=^Bdu~hxCniu^lDu^du+' 4 iu*dM 8 cc,; eiga ' ' " 

jm J ^ ^ p 

~ — = Hj^=r«B4-2 4C»*+" 3 <»Z>» 4 - 4 «E» &C., p^r quam frriem ^t^defi* 

aita et. Qux quum ita lint, fi noknm dunuazat fignum fiimmatoriam bab«a> 
«ur in aquatione II, fiet ' , ■ 


Au 


Au* 


A u 


« = 


»• 3 


4B+ 


Bm 


B«’ 


* *- 
B u 


:s:. 


Ja. 




.3.4.« 


Scc. 


' • . ^ *3 s 

Si in eadem aquatione duo inexiftam (igna lummatorla, babebiraut 


Au 


Au' 


- Au 


l.a.a 


1 .a 


aB -+- 


Bu 


>3.4. 

8 M* 


' ■» 

,a 


a . 3 . a 

4 -a«C «4 


.3.4 

• C u' 


S.6.4’ 

7 


1 . a .... 7'. 8 . a 
Bu^ 

U 

a. 3.**.8.p.a 

_ 10 
C u 


&C. 


Scc. 


&C. 


^ ^ S » 

3.4.^ 3 *^*J*®* 7 *^ 3 .^."* 9 .to.a 

In Calibus autem magis comMlitis feries nancifccmur (ecundom eam, qux con* 
fpicua eft , progrefiionem . Idem dicendum de aquatione VII, in qua fuppofi- 

ta M eidem feriei aquali , invenietur 7^ = — aB— taCw— gaOn*— 4a£n^ &c. 
JPer qiuffl facile cogoolces , ia fineulis calibus eafdem prorfos feries oriri , cum 
aliqua tamen varietate lignorum. Nam in terminis, qui conftituunt primam, 
tertiam, quintam & alias impares columnas verticales, habebitur ligimm — , 
in illis, qui formant fecundam, quanam, ft alias columnas pares, relinquen- 
dum eft figmim +> Hoc theorqnate ucemur deinceps, 'quum finus & colinus 
per arcus citcolarea, ^('iofldtichinos anaJo^s erunt Inveniendi. 

z6. Adeft alia methodus propria calculi imcgralis, qua elegantia, ac per- 
spicuitatis canfa utuntur ^melioris nota Analyfta, ut vel integrent per feries 
wrmults diSerentiales , vel nt eafdem reducant ad formulas fimpliciores . Me- 
thodus ili hoc omnis lita eft. Dividatur formula diflerentialis in duos la£tores, 
'quorum^bnus differentiam contineat. Sc lic integrabilis, alter linitam vtriabi- 
km includar. Primum integra, perinde ac Ii alter effet conftans, tum formulam 
ortam ex uoa vera integratione differentia.' prodibit formula propofits addita 
alia formq.la, quam alterius fadoris differentia fuppeditat . Hsk fi addator 
^opofita j & dotfalMtur, «oalefcit formula cz tribus, quarum dua prima funt 
- if" abfo- 


Digi by Googie 


tUTVT MJfotXTUM. 


ftt 


•bfelate iatcgnbUa.Si tcrt» hibtat cum propofiu afHnimtefli, & udm mc> 
tbodo trifbrl poffit , pariter ia tm mutabitar, quarum duc prima inragra- 
bilet eruat, tertia eodem, modo traSabitur, atqim Ita fucecffiTC operuido (enet, 
c&rmabitur, quz re‘quiritar> Verum elegantiu fiet, fi aflumatur formula ge» 
•eralis, quz difiRrentiaca duas affiiw fiatmuias cdiibeat; periianc eaii» «k» 
■irit coefuientibus indeterminatk feriet fimplicior prodit. Quam, regule ifta 
uAiveclaia habent obfcariutea, eaempla difeutieat. 

ap. Sit ceolTenda ia (ieriem fbtnmla .Speftata. tamquam conflaiu 

— . Hhnc non veram fuamam.'di£reren>^ 

. Knjut vaia. fiimna tft Itiqua fii 


•e integro. It pnvenit 

i» 








fiopolkaa. fbnaulam ita diAritwam 


• ■+■* 






I ' 


* . < 
a -+-X 


^^oprioii 


duo termini fimul fumpti babcn^ integrationem algebraicam tertiua fimilis. efll 
fermulz propofit», neque quidquam di/iert nifi- in ezponcotibut,in numeratona 
enim per tres uniutes crefeit , in denominatote per unam. Inugretur itaque„ 


:T 


fiippofita eadem conAante , 8t flet 

-I ♦ 

■r 


3» 


.4 


bsK non vera fununa difieren^ 




, ad 

tietat , > -yodiWt - t? — ?. QptM fbmtiila ka expoaenda. 
i»^dx .. a.;tVdH 


a 6 

a.a » d» 




Of 


. Prima dua fimut fnmpta algebraica;. 

^a 3 3 1 — »’ 

0*4-»* ‘«— V 

integrantur , tertia fimili mctbodo traftatnr . Itaque,, iteratia hileO' opeiatiotti» 
bns, feries, quz qnzritur, invenietur. 

28 Veruni ot clcguciori q^odAln modo (trtrai jtfoducAin^ ifliirno losfliuiftiih 
IP+a.. , T- r «..I., Nli-,. • 


fAuralm 




, cajin di an a rim anpio hos 


IP+i 




- »p 

3P-+- I * dtt 




• -t-z* 





ergo 
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+ :u-'s ho. «luu 

j*;. . J 

< "♦* * *3l»n' •> jf -ffK 3» » .• ' « +■>« • • .• ,.r- ' -f ■> > 

amate confiituR), pono ^=:s, t , «r fitt< < :i: > . 

• t , -i^vl jii" a' II 

— 3E — ^ — *+-sS - *ii * ^ . Tam fiu pKt, f = a^r f-.: . " j 

■M -i'* -r t 0 *T-»* — t • a • •» 

■x..Vu+* ^ 


-* + x* 

X*/>C ■ 


I_ = i 

■» 4 




_ I * 

i ~ 7 


0 X , J a ■+- X 

•j “ -Ii +. “ 

X dx . X 


V+x* 

7 • ■• ' M S . * — ’ 

4- L;j. s — = . Faft* item p —\ , 

J 7 — ^ 4 




a -+‘* X •+- X . ■ •• *i -T- ». 

igredere , quoufque opus fuerit . Denique in prima fubftitue pro 
ejus valorem , quem habet ez fecunda , tum pro S feri- 

.*-J_*^* • •— ■■■■■> 


lO 


4- ilj S — : ttqne i» gradatim 

10 ■ — s 


n*4-x* . ■ ..ii • 

- - - — AA — eiA 


-* »•* ••*•' “ ••• •••»• •■•• •••’■' 
n 4-x* ~ : • 47X’ 

ejus valorem, quem dat tertia, atque ka^fucccflive fubftituciido, feries orietur 
, 4 . 7 j 

gx X 3 X ■■ ‘ ^ » X * X ’ . a .»«? 




4-4-. 4 + 3 !iLJL ,, 
i 4 .* 4*7 -3 4*7*»® 


10 


4+4.. . 


♦-X 


—4 4.7.10.13 


.M 


3 . J 
0 -♦->< 


»_i_J f 


>« I ^ . 

— ‘cujus progreflom' operatio efihita 

■S I t 


•X' X -+-X „ 

patc&ch. -3 -* .j , v* '.• • •. i 

ap. Methodus hxc utilis fzpe ell rediiccodee fermuix ad fimpliciorem . Ex- 

— V 

um parum dilfimile affero in formula ifx.e + x , quam, elevato bino* 
ad poteftatem quiaeam, apparebit eie ioicgrahilcm . Atumen, at prxfeauni 

9 - 

iodum ufurpera, affumo formulam generalem , ejufque oaci» 

fifiFereutiam, ut habeam ’ ' 

9 ; 'jf “ 

\ a^rj-x^ x=px‘*“*(/x, a^4-x* -i-39>f^** dx.x*+x* , ; ergo 

> ' Sm 
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f-i 


S X 

Fk^=i. f = S* Sc oritor 

S y 

S X • x^ — X . -f- X “3-.5»Sx^rf X* X •+- X 

Pont p = 4« f = 4> & fiet 

. ^ 4 




3.4 . i J 

— 2—3 Sx i/K ; X - 4 . X 


Fac p = 7» f = 3. & habobif 


j . x^. X* + x’ 


Sx ^x.x -+>x = 

Pofita p = IO, f = a rtfiilut 


S x^//x. X* -+-X* . 
7 


-* >• 3 


- 4 . . J . „3_ X . X -+- X 
Sx «X.x -t-X 

10 


Sx**i/x, x*+x* . Poflem hic fub- 


10 


fiitere; ntm altiaa formula aperte ixtagrtbUn t&;{ei pradoceu calculum po^ 
00 p = 13 , f = * » « fiat 

ij t i 

„ 11 , ) < X . X 4-x 3«to*Sj n j 

Sx d X . X - 4 -x = — S X ' dx. Quaado tero 


i 4 


Sx*^dx= ~ — , fo£li> neceffariis fahftitutionibus habebimut 
id 


Sdx.x’-fx* six.x^-t-x* — i^.x^.x*-4-( 


l^.x^x’+x* 

4-7 


-3 


_ 3'-5.4-3 ,,>0. ^5 Llll±iLI x*J. X* 4-x* - *!:1±2±1 

4 . 7.10 4 . 7 . 10.13 4 . 7 . 10 .. 3 . 1 O . , 

Duo faac exempla latis fiat . Nam methodi ufus , qui frequeniiffimut erit ia 
hoc libro, tamdem deiaceps decluabit, ejulque ibecuoditatem , atque clegaa<> 
tiaa oAendet, 


Tcm. U. 


H 


Cift. 
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De quadratura curvarum, ejufque ufu in coaftruendis forma- 
lis, quae carent integratione Algebraica. 

I. A Ntcquim exponam ufum ,& compendium calculi integralit in quadrati^ 
x\ ris curvarum inveniend.s^ liceat applicare eam methodum, quam adhi- 
bui Cap. I. num. 7. omnibus parabolis, & hyperbolis, fi unam excipias by- 
perbolam apollonianam . Hxc enim applicatio & ollendet utilitatem calculi 
integratis, 8t eidem perfpicuitatem , & evidentiam impertiet. Ibi relata para- 
bola ad tangentem divifimus fpatium in infinita reflangula circumlcripta, quz 
exponuntur a terminis feriei ouefuro infinitis. Series, qus fefe offert habet lot- 
tc fortuna fummam generalem algebraicam : quare hac fumma inventa facile 
fuit invenire fummam reftangulorum , adeoque fpatium parabolicum • Verum 
ii rel^a fuiflet parabola ad axem, res non ita feliciter procelfilTet . Ubi poli- 
ta fit difficultas, breviter aperiam . Sit parabola (Fig.i.) AD relata ad axem 
AB, ut vocatis) A , ordinatis BD:=^, zquatio fit a x=pji. Divida- 
tur abfcilia A B in partes squales numero infinitas 

Ae, eae, aega,<ge4e Scc., quarum fingulz ut fit »7=x. Deinde 
ducantur ordinaix , 

ei,2eai,te}i,4e4i,&c. palam elf,has exprimi per terminos fequentisferiei 

i/»*?, V»-»? • *gbar reflangula 

ieA, zizee, gi3cae, 414636 &c., quorum lummam adzquat area para- 
bolica A B D reprxfen tantur a t ermini s feriei 

areaABD as- 

qualis elf quantitati q\J aq multiplicatat per fummam lerici 

V'». v/* V3,\4V V»« 

'k a. Hinc difficultas exoritur maxima. Nam feries expolita , cujos terminus 
generalis = y^»,'l 5 aret fumma generali algebraica . Quare videtur, per metho- 
oum capiendi fummas generales fericium, non polfe hoc modo obtineri quadra- 
turam fpatii parabolici ABD. Ut me liberem ab hac non contemnenda diffi- 
cultate, duplicem methodum in ufum traduco . Utramque autem exponam e^ 
dem adhibito exemplo parabolz apollonianz. Quod fpeflat ad primam. Quis 
mt jubec dividere abfeiflam A B in partes zquilu. Ad rem meam fatis eft , ut 
dividam in partes infinitelimas. Quare eo modo panibor, ut rcfpWdefltcS o«w 
dinatz ejufmodi valorem induant, qui in terminis fenei expellat irrationalia, 
A feriem producat przditam fumma generali. Ia vulgari parabola voti compos 
fiam fumens fpatiola infinitefima 

Ae, eae, ac3e, 3C4e &c. {fig.i) in ratione numerorum imparium ita, 
ut vocato primo ke—q, fint fuccelfive 
S 9 » 74 Agantur ordinatz 

ei, leai, 3031, 4C4i &c., quz ex natura parabolz ita exprimentur 
V'417, r^f.q, 3v'-' 7. Quare rcttineula 

ieA, aiae», 313«-«, 414636 &c. , qux aazquat area psrabolica , reprae- 

fes- 
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faUBtur ab hac ferie ^ ' ' ' 

a.3.7v/'f» >4' &c.Ergo arca parabolica ABD 

iavenitar squalis 9 4 f dudz in fummam ferici , 

i.i, a.j, J.sr4-T &«• .... . ' . '••* " , 

3. Senes bsc lormatar a multiplicatione dnarum rerienim 

> > B , 3 , 4 &C. I quarum prima eft numerorum naturalium, Sc habet 

* > 3 > S > 7 I terminum generalem =»; altera eft numeriMunu 

imparium & habet termioum generalem = a » — i; ergo leriee,a cujus 1'umma 
dependet parabolz quadratura , habebit termioum generalem =ano — n. Si 
hujufce ferici ez tomi primi libri tertii capite quarto fummam quzras , reperim 

eam elTc =— L. . Hze autem fafta n infinita, eranefeeotU 

3 » »-3 

bus duobus ultimis terminis, fit =— m’. Itaque Tpatium parabolicum ABS 
2 2 * 3 

= — » lyjal- Verum obfervandum eft, abfeiflam » in fiifta hypotheli neo 
zquarc fed zquare fummam feriei 

3f> ff>7f&c. nfqne ad terminum 9uz fumnm = n § ; ergo 

m = nq^ w = n fy/q- Igitnr area puabolica erit ~ ; fed 

jl=zy/ax; ergo eadem area — xq, Q. E. D. ,1 

4. Quod fi aveas nti ea ferie, quz oritur ez divifione abfcifz A B in par« 
(es zquales, cujus terminus generalis =\/«, alia longe diverfa adhibenda eft 
oactbodu^, qnc majorem pofeir induftriam , ^qiiia feries przdita termino genera* 
li = y/ n caiet fumma generali algebraica. Quapropter dabo operam, ut eam* 
dem (er. em, cui eft terminus generalis = y^iT, conflituam mediam' inter' duas 
feries, quz przditz fint conditionibus duabus; primum ut fummam generalem 
admittant, deinde ut fa£la n infinita, fumptifqne terminis numero infinitis, Te- 
nerum lummz zquales evadant, licet generatim fiat inzquaies. Quomodo au- 
tem hoc przilare liceat, enitar, ut delucide exponam. Adverto quantitatem- 
y^if, eziftentc 0 numero integro, 8 t pofitivo ,meittam effe inter has duas quan- 
titates 

i 3 


!r c. 
•II . 


majorem fcilicet eflie prima, minorem altera ; quod 
tibi conflabit, fi duo binomia z — 1, «-4-1 clo? 


a a 1 1 

— n — — . 0 — 1 

3 3 

i. i 

a — — * a a 

— 0 -+-I 0 

3 3 

• Tts ad poteflatem -i-. Itaque fi tres feries formes , quarum termini generales 
a « 

i i i. J. 

fiat -i- 0 . 0 — j_L . i + j* — J. 0* jfinguli termini f#; 

3 3 a 3 

Ha ^ . cun- ' 
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cundz feriei erunt medii inter uelogos terminos nlitrum ; ergo etum 
fecitadz media erit inter fummat aliarum. 

i. i. 

5. Praeterea feries, cujus terminus generalis =— — . , 


habet fummam = — n 
3 


,* illa , cujus terminus generatis = — >H-i , 

X * 

habet fummam = — . n-t-i * i. j igitur inter duas hafee quantitates 

i. i 

“ n-l-i — — media effe debet fumma feriei, quam gignit ter» 

minus generalis y/ >$, Quantitates 1 (Ik dux inaequales funt, donec n fuerit nu- 

merus finitus, fed fado n infinito evadunt aequales, & utraqne = -* 


3 


n ;ergo 


feriei medix prxditx termina generali fumma fiet'z=— n* . Quoniam 

"i 

autem panito «nte inveni fpatium parabolicuniABDf Ptg.i) aequale efief^ 
dt^z in lummam feriei 

» V’*» t/3> V^4 • . • . • v'»* . 

' - i - 

ABD = — : fed ergo area 


ABD = — X* ,y/ »— — my/0* =— xy y ut antea. 

d. Ut methodos applicem altioribus omnibus parabolis, & hyperbqlis ex» 
cepta byperbola apolloniana , neceflie eft, ut, ad evitandam cafeuli prolixitn» 
tem, aeque moleftiam, doceam modum, quo feries in infinitum produtia faci» 
Uns colligatur in fummam. Loquar hic de feriebus, quarum terminus genera- 
lis fit fun^io algebraica integra. Harum ferierum lumma in bunc modum in» 
venitur. Formatuf formula algebraica data per n, qux fpecies terminorum nti- 
Bierum indicat, uno gradu altior , quam (it termiaus generalis, przdita omni- 
bus terminis excepto ultimo, quorum coefficientes determinandi funt in opera- 
tionis progrelfu. In hac pro n icribatur n — i, & qux exurgit formula a fu- 
periore detrahitur. Fafia dedufiione nova fe prodit formula ejuldcm gradus ac 
terminus generalis, atque cum hoc idemtica iit oportet . Itaque, comparatione 
rite inditura, 'fit coefficientium determinatio, atque feriei lumma detegitur. 
Hujus analyfros progreflum opMrtuuum erit exemplo ad mentem revocare. In- 
etoieyda fit fumma generalis feriei modo memoratx , cujus ttrminui genera- 
lis 
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Iit — «.'Finge fanjas fnnmim = fcrmtrf* 

& caret ultimo termino, & eft uno gradu altior , quam tcimiiios genemlis . 
1 b bac pto n fcribe » ^ i , & novam , qn* exoritur , formulam fqe deducat 
cz tuppofiu, ut fit ‘ ■ 


id« -i- B« -l-> C« 


— Bm 


-Ha B «— B 
— C«-HC 


Fada aAuali fabduilione, triiqua urit foo> 


mula 


-H aB» — B 
• t -H C 


quae ad determinandos: valoiw coeffieientium A,B,^ 
conferenda ell eum. termino, generali :. qu*. collatia 
daWt , . 

, C = — i;«rgo. fumma erit ~ r *»• 
3 a * a. 3 3 * 

qKmadfflodum antea fuppofita eft.. 

7. In hoc progreffu er formula fummz Tuppofita fi _dedueatur_ ea , quz o- 
ritur ex fubftiiuttoae n — 1 pro femper evanefcit primus terminus er con- 
trarietate Tignorum, & formula deicend it ad eum graifomyin quo fitus. e« t^er- 
minus generalis. In altero termino, licet fecundus tetminus fotm^z fupooui* 
eum fuo coefficiente elidatur, tamen, reliquas eft feeundns terminut biBWU 
m — I edati ad poteftatem, &. affefti coemclente primi urmini formulz fup» 
pofitz. Si autem «fiat infinitus, reliqui termini omnes refpeflu hujus evane- 
kunt. Quare ad inveniendam fummam feriei- in infinitum produ£lx latis erit,, 
terminum hunc, qui refiduus eft , comparare eum termino primo termi^ gene- 
ralis , & determinare cocificieotis valorem . Ita in exemplo addufto fa«a de- 

duftione evanefcit terminu» & im fcquenti termino evanefcit B w , fc 

folnm remanet \A 11 ^ qua de re coefficiens B ex fecundo termino qbit. Qui 

a .• — ’ — ^ 

rdiqnua eft 3^?» nihil aliod eft,. quam iitcuJidut. terminas binomil A. n t 

Cgn» mutato.. Quare fi iAn conferatur cum a» ,, invenietur^ af — • *“ 

gjtnr fomma feriei » Infinitum produAz erit =1 -i «^ , cziftente « hinnito.. 

Quz quum ita fint, hzc ftatnatur regula ad inveniendam ex dato- ternaino ^ 
neraii fummam. feret in infinitum produflz.. Eleva binominm »-“X •“ 
ftatem uno gradu altiorem^ quam fit poteftas termini- generatis; terminum al- 
terum mutat» figno multiplica per indeterminatam tum compara cnm ter- 
mini generalis termino primo, & determina valorem i 4 . Hunc multipiica 
poteftatem n uno gradu atriorem, quam fit poteffas termini generalis-, 8r in- 
venies quzfitam fummam (erici in infinitum produ£fz._ 

8. His explicatis redeo inviam. Ex tribus methodis, quas applicavi 

holz apolloniaoz , ajo primam , de qua Cap. prinw > infervire quadrandis 

parabolis, quz hae zquation* continentur, =x”’^,exiftente»» nuoi^ 

ro integro, & pofitivo.Sit bzc parabola A D-,( Fifw3)cujus ablciflz A 
ordinatz B D =:,y . Divifa A B in infinitas panes zquales , retentifque lirp»- 

. a ' II»- 
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rioribiit dcaomioationibus , condat, fucceflivas ordinatu fert 
•« nt m I m m mm m m 

■i— 2 — i— i — , — Igitur fucedin rcAaoc 

m — 1 ' m — I m — t m — i m — i t i 

# « « a ,a 

gula , giaaruni fnmaa adasqaat artant pra|)olicam A B D, erunt 
m-f-i m m-i-i m w-Hi “ 

i » 9 ■ 4 9 

9 


m w-Hi 
» ^ 


m— 1 


w — 1 


n»— I 


sqnabit qaanutatem ■ duAam in fequentem fericu 


'm— 1 


m — 1 


; ergo area A B I> 


m m 

I > * >3 >4 

I I 


.»u 

• • • 


»”*. Itaque fi quis buiufct feriei fumniani inru 

■ I ■ ? ' , ( tjimi 

nertt, aream pirabolican obtinebit. Serin autemcft algrbraica ordinis m , 

cnjus fcilicet di/Terentix conflantes fntt, & babct pro termino gtao- 

nli »**. Fa£la»iafioUa,rumniam ex prxcedentl anim*dverfioneita inveives. Eleva ad 

poteflatera m-+-i binomium i* — i , fecundus termimis erit mutato figno m 4 -i »u •, 

Hunc multiplica per W, & compara cum n primo imo unico serminotermi- 

'ni generalis, 8 c invenies >f = — ! — ; ergo fumma feriei in infinitum ptodu« 
m-t-I na-i-i | „,+1 

Az fiet = ” , — ; ergo area paraboHca ABD= " — — — ;fed»f=:»r; 

M' I 1 . 

«rgo ABD = 


m-i-i 


— 1 w-Hi 


p. Secunda methodus infervit quadrandis omnibus parabolis , quibus eft ae- 
quatio . ^verrp^jeai flente m nnmero intef^o, & poCtivo . Etenim abfcii^ 
Ia A B non dividatur io partes zquales,fed ita fucceifive creicentes, 

ut fervent inter fe eam' rationem, quam termini (equentis ferici 


a i. «* , o* u. ... «n»» m4_ 

I ^ * — 1,3 ,4 — 3 , Ita ut, vocata prt- 

laa parte Ae = f, partes . 

A c, eae, ae3 e, 364 0 &c. fqcceflSve exprim antur per termino s fenei 

?i* ~i-f,3 — * • ?» 4 —3 — (»— I Maniie- 

•Ituffl ed ablcillaa integras 
Ae, Aie, A^e, Ace &c. fore 

7 , a’”^ , 3*”7 , n* q . Quapropter ordinat* 

ei, leii, 3031, cepi &C. invenientur 

* 1 I I 1 I 


rationem, quam termini (equentis feriCi 
m m , m i. m 




-- m — I m m — » m m — 1 « m—^t m 

a f ,0 .a p ,0 •l q tO .4 f . • • . o » f 1 
6” *• 
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m — 1. 


■ M 


W— I, 


I 

- m 


m — 

»3 • ^ ? 


> 4 


m — j _ 
• ^ 


1 

■ M 


r» — J, 
.».« f 


i.tf q y X . a q 
Itaque rectangula omnia 
icA, aiiee, 3ijexe, &e., quibus areS paraboiica per adzqua» 

tioDCin stqui/alet, fient fucuuive aequalia 

' I I 


m _ 

,».a —i.q.a q 

I 


1 

-M 


m. w w — j 
»3-3 — » y , 

1 


m m m — i »» , " _ nf — i _ „ . 

4. 4 — 3 -f-e, — e J. Qua de lo 

area paraboiica invenitur aequalis quantitati « 


m — i _ 

q-B q 


1 

-J» 


du£lx in fummam feriei 


i.a 


m 

X — 1 , 3 . 


m m 

4*4 —3 • 


n . n 


■{»-. 


IO. Series hzc, cujus terminus generalis =s».n —(n — i , quamquam 
primo afpe£lu videtur elfe gradus m + i, tameU quia prtmus terminus cx & 
gnorum contrarietate eliditur, cll tantum gradus m,St primus terminus ejus ter- 
mini geotraMs cfi m.»*”. Ut itaque feriei in infinitum produdlz invenias fum- 
mam, ex fupcriori animadverfione eleva ad poteflaiem m-i-i binomium n — r, 

cjufque fecundum terminum io quo lignum mutatum eA, multi- 

plica per & confer cum m.n” primo termino termini generalis, & inve- 


nies ad = 


m 

W -+-1 


; ergo feriei in infinitum produdiaefumma = 


m-t-i 


w-hi , . 
~n . Igi- 


tnr area paraboiica ABD= — : — .n q.a 

nt-f-i 

det abfciffam x zqualem clfc quantitati f du£lz in fummam feriei 
m m m m m • _» 

1,1— 1,3— 1 ,4~3 •• 

fumma ergo x=n”’^. Igitur faAafubAitutlone fiet area paraboiica A BD= 

I ' 


q . Nemo unus non vi- 


n —\n — I , Hujus autem feriei 


- m 


jw-hx 


m—\ 

. 41 X 


fcd. 


X ergo ABD== 


11. Methodus tertia utilis eA ad quadrandas parabolas omnes ^ & hyper- 
bolas relatas ad aiymptota cujufcumqua gradus , excepta bypeibula apollonia- 


na. Harum curvaram omnium zquatio eA 


m— I 


=jr , in qua' m poteA effe 


qoi. 
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J juUibet numerus pofitivus vel negativus , integer vel fnAus ; Si m pofitivu 
It, aequati» eft ad parabolas, fim eftaegativut^efladhyperbolas,&fi m = — i, 
«quatio eS ad bypcrbolam apollonianam . Divifa ablcifiia A B ( Fig. 1.4.)» 
partes minimas '«quales, quarum lingulx =f , refpondentes ordinatx 
ei, 3 c(i, 4C4t &c. erunt 

m m m m m m m mjn ' 

_2 ; ttgo raaangul. ' 

m — I I» — I m — I m — 1 m — 1 

s »- - m - 

tcA, aiaee, 3!3ei«, 414036 &c., qoorum fummx «qualis eft area cut* 
vilenea, beat 

m iM+i m m-+-i w w+i m m-+-i 

i ,2-i ,i_? .i-i ;argoare«^ 

«-—I • - MI— 4 »I—-I W— *r MI — I 

M a a . M , a 

m-\-i 

cnrvilinea aequabit quantitatem — dufiam in fummam feriel 

m — 1 

a 

1 , 3”, 4*” .... »***, cujus terminus generalis = m”*. Hujus feriei fnm- 

ma invenienda eft pro bypotbefi » infiniti. 

aa. Hanc ob rem pramittendum eft theorema. Quicumque fit numerus «, 

dummodo integer, & pofitivus, quantitas »”’fempcr media eft interduu quatt* 
titates 

S— Si m fit pofitiva, n" femper ma- 

»H-s m-i-i 

_i — : — _! , jor eft prima ex duabus hifce quan» 

titatibus, minor fecunda,* fi vero m eft negativa, minor eft prima, major alte* 
la . Hx hoc theoremate couftat, omnes terminos leriai, cui eft terminus genera* 

lis = » , medios «fle inter refpeAivos terminos ferierum, quarum termini ge- 
nerales funt 

I MS+I I MI-t -1 

UJipj • " m-i~t ’ " i**® dicendum eft de Ium* 

—i— , * L_ . rais. Atqui conftat feries prxditas 

«H-t fw-t-i 

his terminis gencealibus habere fummas 

— ^ — . n ” * Igitur fumma feriei , cujus terminus generalis 

#»- 4-1 

— ? — . «”*"*"* 1 — = n" media eft inter ftalutu quantitatea 

Ml-Hl Ml-J-I 

—i — — - — . 11-+-1 ^ — . Qu* dux auantiates , de- 

#W^-1 ###-+“1 ##l-f- 1 


aec H finitus eft , lemper funt inxquales . Vemm fi n crefeat in infinitum , aeqaa- 
les fiunt, & fingulx evadunt — ^ — n”*”^*,* ergo pro bac hypothefi n infini- 
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li feries toniii genentis n hebet fommera = — — »"" * . Igitur aret cur- 

IM Hi 


viliMt ABD = 

N 


mH- 1 w-f-i 

^ ,led nf = x; cigo ABD = 

n~s 






•— 1 


m-i-t.a 

. 0,. E. I. ^ • , 

I). Quod fpefUt id ptnbolss , hsec fufficiunt, nec quidquam addendum, 
cft. M aliqua Enotanda fuut de byperbotis, quae negotium nouieve iiMere poC- 
funt. £qaatio pertinet ad byperbolas, fi m {Fig.^.) fk negatim,quace, muta- 


to figno fpcciei m, ut pofitin fiat, aquatio erit 


=jf. Duplex eft ea» 


fiu; vel enim m minor eft unitate , vel major. Si m .< i , nihil mutandum in 
Mlculo , & omnia rite procedunt ficut in purabolis . Verum adverfus demonftra- 
tionem allatam hoc opponi poteft,quod inventa quidem cA fumma ultima re£iaa- 
gulorum A e i , e a e a i &c. ; fed ham fumma «on peobatur ttljcimo aqualis fpa- 
tio bypcrbolico H A BO, quia difierentia inter hoc fpacuim A. rsAangnlorom 
tamnum licet fit minor Ipacio infinite longo H A e i , tamen hoc aon probatur 
ysoiW quofumque dato . Obieflio hoc nuUo modo cft feotnende, A omnino proban* 
dum Ipatium infinite longam HAei fieri m'nus quocumque dato, ut demoaftratio 
liibllAat. Ac primum accepu Ac quacumque data minore reflangul um,. 

#-•»* M-Ht » ^--ai 

Aei, erit qaocumqne dato minus. Etenim ordinata ei ^ qoge dttila 

Wi 

in f dabit redlangulum Aei ”*;fed h*c quantitas, pofita m < t, 

eft minor quacumque data; ergo redangulum Aei fit minus quocumque djto. 

14 - AE infinirefimaj^jo Ipatium infinite longumHAEl 
{Fig. $. ) evadere infinitefimum . Dividarur A E bifariam in aE, AaE M 
3 E, A 3 E in 4E, & ita deinceps, duflifqae , ordinatis circumferibantur hy. 
pcibola rrftangula alaEE, 3I3ESE, 4f4E3E Ac.; patet Inccediras or- 
dinatas aEal, 3E3I, 4E4I &C. lore 


m f»i-H 

a .u a 
" 1 


»m m-hi 


3 m w-l-t 
a’ .a 


jn m m 

4 9 9 

fucceftiva reftangula, ifta ducenda funt in 

f f 9 f 


• Ut habeantur 




a ' i 

% a 

m-4-l,i— n» 

: — * — , 

I — »1 , 


— ; ergo fuccelfiva rcAangula erunt 

a 



— m 

i i 

_a — xM * 


»H-i I— m 

o 9 


tit-f-i i=zm 

*■ T ' ■■ , 


a ■ a a* ■ - a 

feunii» ouiainm rt^laagulonm erit aqnalis qnantiuti 

' I - ^ I , ■ • I 1 

' » 


I — m 


fummam feriei- 


i —‘m 


Tem. Ili 


(a‘ 


-m) 




(a*-*”) 


r ergo 

dnAa iu 
► HuiPi 

feriei 
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(Kt<i faam, q u« geonaric» cft , « tnditU tomo fa(>eriote inveaUur 
1 

. I — 


■V T" 

t 


.‘—-I 


—,qu«faAe0infiBito, ultimo fic= 

» —i 


ergo fumtu reftangulorum ultimo = ? , qu* quantitas minor eft 

1 — m 
% —1 

quocumque data : atqui fpatium byperbolicum infinite longum HA EI minus 
eli lumma rrAtngulorum circumfcriptorum.- ergo boc ipaeium tandem fit mi- 
nus quocumque dato. Quare calculus eff-dus faypetbolis, de quibus agimus, tu- 
to applicari pocell . W bic primum illud t« advertere volo, quod femper me- 
moria retmendum erit, ubi agetur de fpatiis infinite longis, nimirum quanti- 
. i- m 

tatem — — — > cuVultioao «qualem efla diximm fummam reSangulorum 


t — m 

I* — I 


circuaafcriptornm, atque adeo fpatium bypcrbolicum infinite longum, nibil a- 
liud eflia nifi quantitatem limitis, quantitatem fcilicet , ad quam numquam:.. 
poifumus pervenire additis quibulcunaque rcdangnlis, polTumus tamen accedere, 
ultra quamcumque menluram ita, ut defedus ao ipia minor evadat quacumque 
data quantitate.' 

. 15. Verumtameo fi m ma)or fit unitate, termini generales fericrum , qua: 
inventam mediam tenent, liint bujufmodi 

' ‘ * In his m mutato ligno It&i eli po- 

liti va.Serierum autem ,cuiui bi fuat 
termini generales, ex primo tomo in- 


m —X 


1 — 1.» 

' — 't' 


tn — 1 .n-l-i 
veniantur fummte 

I 



m — i .» -7.1 • 


1 

I 



m — 
.0 

_ 

m — .t 


1 




m — 1 .0 
1 

m—t 


m — t 


m — i.M 
t 


m—i 


Advertere neceffe eft , formulas bas 111...« 

cEie inaequales, ut etiamfi » evadat infi* 

nitua, inaequales remaneant, quia termi- 
ne — 1 .1» + i'" ' 

ni conflantes, & indepcndentet ab «inaequales funt , reliquis prz illis evane- 
fcentibus. Qui termini, laAo ts infinito, ad «qualitatem ultra quemcumque^ 

limitem accedunt, hi duo funt ' , , qui 

— — iw ““ 1 “ ■ — ■ — m — 1 

. «“!•)• ,w — 

conflantibus quantitatibus deducuntur. Quare etiam fumma feriei, qus medii 

• • a j 

cfl. & oud habet termioum gaiwralem = — ., coalefcet ex termino cooIUb- 

’ ^ m 

te, 1 quo deduecndiu erit terminui variabilis dependens ab o, qui fado isin- 
linito — 7, Tcnainus conftaas vocetur ergo fumma fe- 

! -rveV 


is— a .«t 


m — 1 


Digitized by Coogle 


C U 7 V T' 9.9 1 NT VM, 


riei >B iniioitum produjlx exprimetur a formula =xB— — 


Itaque area hyperbelica ABD ( F^g, 4. } fiet ,i 


m — ».» 


B.s 


m-f-i 


I» + 1 


B.m 


m- 4 -J 


M— I m— I -It 

m — I , » f . 


; fed iif=;x; ergo arca ABD 


M 

pHT*. 1 

ar. > 


m-f-i 


m— 1 


f ■ ■»— i.x 

1; 


m — 1 


; atqui bAa x ac area bxc debet naJlefcere ; er« 


go fiet B 


qao valore fiibfUtato, habebimus aream ABD 


w— I . • 


m-f-i 


H*e aero formula clariflime indicat aream 

m — I > — — ' m — t _ . 

a»-^i . 0 m — I . X 

eHe infinitam. Quod G pofitt AB = a, aoiii invenire aream DBFG, quat 
evanefeat, laAa x=c«, tum per eamdem methodum determinabis B =: 

»»— l ; • . « ' - ‘ 

—i — , & iafta fubftitutiooe, obtinebit aream 

' f W ■ I . .« • “ .4 V • 

m — 1 . # 

DBFG = 


/ «H-i 

jr , ~ ~ — ■ — - — -• Quando veto eftx^ssi ,fiet area 

— I m— 1 « * 

w— i.x ^ 


AB D = 


»9 


m — t. e 

' X 


nx — 1 


DBFG = 


* . s ' 

a» ip-V- . 


J! X/ 

m — I m — t* 

}7’, Ex b^s apparet , regula* fupra traditam ad inveniendam funNiiaffl fe. 
riei in infioitum produAc, quoties m eft numerus integer, & pcGtivns todrm 
modo valere, tametfi fit negativus, & fraflus. Nempe accipiendus eft lecun- 
dus terminus binomii 1»— 1 elati ad ppteftatem tum mutato figno^ 

multiplicandus per & comparandus cum primo termino iarmini generalis, ' 

at d«erminetur valor aJ; & (umma feriei erir Quod fi coutintar," 

ut hsec (umma proveniat negativa, tunc prxmittmda eft qu mnas confians . 
Superfluum eft adnotare, methodum banc effe omnino inuttitm qoadran''^ fy* 
perbolz apollonianc, io qui, mutato figno fpctici m, habetur n$—t. Hocta* 
men filentio prteterire non polium, furnmim feriet 

I I -.1 I * « 


in infioitum produAz, fi m>i, obtincef ^ 

quidem , quantam fatis eft, ad inveniendam hyperbole quadraturam, nt patet 
*.* qoii non aft ncccQe, definiit valorem indeterminatas B per qusn- ' 

tiutes fiaitas, Vcxuni fi abfolute leriei fummam queras, trullra ptailentimi^iho* 

1 X do 


3 4 5 ■ » 

fat 


a 


Digitized by Google 


<^s 


.,4 i 9E % 9 \1 MV S 


do «eris/ Bumquan enifli per quantitates finius. licebit tibi indeterminatae B 
valorem iDrenire, cbi ealori aequalis eft fumma quaelita feriei in infiitum pro- 
duAae . 

Id. Prxmifi methodum' quadrandi parabolas, &- byperbolas per fummas (e* 
rierum in infinitum productarum, tum ut ex ea calculus fummatorius eviden-u 
tiam, ii peripicuitatem accipiat tum w coaaoTcas, hunc calculum per cobh 
pendium ealdem ferierum fummas exhibere. Oc hoc calculo utamur in quadras* 

. . x” 

diS parabolis xquationis — =j, augenda eft abfcifta AB=x ( Fig.i. > 

infinitefima differentia B b = d Difterentia (patii hoc eft rcAangulanx^ 
DBb = jtdx= ; ergo integrando area 

IW— 


IW- 


ADB = 


HKDB = 


r + i 


-X , 4 

onia faCfi x=;0, ipfum quoane nullelcit. Verum fi fpatium incipiat ab or< 
dinata HK, cujus abfeifla AH = ^, addita conftante , fiat 
m + t 


Nulla conftans addenda, fi fpatium in A incipiat. 


■ - 1->^, quod,iaCfa x = i, debet nullefcem; ergo 

“ , tn ^ 1 

w+i.u . 


SW-f-l .« 


I— I 


= & A zz 


— b 


m-hl 


HBDK = 


•w+l 




, 8 i fpatium 


m — I 


* w-f-i 

19. Eadem methodus ufurpanda in byperbolis xquationis 

■'da. 


= jt.Nana 


elementum fpatii BDdb=^dx = 


■ » ( Pig» 4» ) «6® integrando 


>f-f- ; Si m <1, & eelis aream nullcfcere, evanefeente ab- 


— w-l-l 

(ciflia , fiet A e ; fi vero area incipiat, obi abiciffa xc ^ fiet 

m-H It — 1 

—~s P 


A-+- 


m -H I. — »i-+r 1+ 

• b 


= oj ergo A= 


— »»•+■ I 


,* ergo area ent 


^m-4-i^ — « -f-i 


m -+- 1^— »1 *4- 1 

— ^ — . Adverte in bac bvperbola fpitinm- 

_ — m-l-i — wj-l-i 

infinite longum ad partem H finitum efle , ad panem vero K. infinitum 'a St 
1. m-t-i 

fit m>i,ita exponatur formula A— — — 

■'* ne— I .X 


jn 


— j, qnx fi debMt evanofcete 
iaCfo 
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f»+i 


(afto * — », dabit , qaz infinita eft. Hoc aotem evenit^ 


I» — I. 9 


quia byperbolicum fpatiuaa ad j>la|aaa H infinitnaa eft . Iisaqiio ne ioteptiM 
m&retiu» fnoiendua eA arta: inittum ab abfeiffa qn»in «afu fiet 


m+ 1 


W-4-I 


W-+-I 


A — 


, & area=- 


, Si X fiat in» 

— . >«* — I ,m — I »1 — I 

m — 1.6 fw — 1.6 m — t.x 

finita t nltimus terminus evanefeet , 8t area infinite longa ad partes K erit fi> 

nita, & — . Adverte,, ia quacumque hyperbola. fumptia ab- 

T — I 

m — 1 . 6 I 

finSh in uno afyaptote, m efiir <t,accept» in ali* erit m>r. Quare quali- 
bet bynerboli, G spoltonianam czcipiu, habet ad unaaa (Nutem (pactum infi- 
nite iongum finitunt, ad aiiam infinitum. >, 

ao. Aicz omnes paraboticae, & byperbolicae dependit ab integratione fiw- 


mutz ad quam,quotquM integrantur formulx^ reducuntor- Quum au- 

tem per methodum lummaudi feries geometrice ezlubuetim arcas paral>oiic.s,& 

hyperbolicas , inveni item geometrice fummatoriam fbrmulz difierentialisx^^dx^ 
a^ue adeo principia caUuli fuammorii clarilfime demt-nAravi» 

th Qux didia funt de quadratura parabolica, & hyperboliea fatis ofien->; 
dant, qua methodo io alianim curvaium quadraturas de^t anouiti . Sint li- 
neat abicilucum AC, BO, ( Fiji. d. ) quarum primz curva FEG obvirtat 
aoncavum, alteri conveaum. Duda qualibet ordinata CED agatur ei infinite 
proxima ced, & parallele ableillis Em, en. Minimam rc^angulum Em en 
ad redangula CE me, DEmd habet minorem rationem quuumqtte dau;«A 
enim ut me infinltdima ad fioiiam GE (au DE* ergo mdeagulum CEme, 
DEmd ^sequat elementum arez, a quo uon difkrt uiG quantitate miuore 
quacumque data; ergo vacatis ordinatis —V, abliciflts — x erit elementum arce 
curvilincx ucjrdx, & arca curvilioca reSxdy. Jam vero fi in hac formuls-- 
pro X fubAitoat e)as valorem, cz natura curvz datum per jr, vef pr» sfy ejug 
valorem datum per x , d x , habebis aietm curvilmeam w unica variabiU 
azprcffam , quam formulam fi rite ad iatc|(rttionem perducas , de quanti- 
tate areat cnrvilinez tibi conAabit . Si ordmatat C E non effent uffirmalct 
, abfeifiis, fed fsmrent angulum qncmcumqne = x % tune nrea curvilinea t 

se - Sjrdx/ fied uifi aticer moneamut , redfaim eie angulum fnjquacmas.' 

at. Si babeas parabtdoidem , cujus cquatio fit 

p*s4-l-6x”*-+-f X* &C. erit , • ■ - l. ' • 

^dx s=4 dx-»-6x”*d*-4-r’‘"dx &c.; ergo integrando 
, w-f-i «-(“I 

Sjrdxss4x-F- y-— ftg. Qpue imegrdfMS-fixiVcr valet vcm* 

IW-+-1 »-<-i 

pto cafu , abi aliquis czpooeas cquaret — i . Hxc fiimraatoria ita accepu eA , 
nt nulla fit ares, quam noUa cA abfcilla. Qpod fi velis arcam nuUefeere pufita 

al^ 
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abfcifla r=/, debes addere ia iatcgratioae condaatem tam ia formala v 
quali area ponere / pro x , eamdemque aquare o . Hac aquatio verum valo- 
nm quantitatis A addenda tibi fuppediabit. Contra fi data curva aquatio fit 


a=a-+- , accipe diflTerentiani- 








d^.Valoremdx fubflite in formula jrdx, ut fit 


-» C3 

jfi/ x z=.mb3”*d 3-^n ciTdy. Integra 
, ni-i-i 

Sj/dx = —J. 4 - , qua integratio fruftratur,fi aliquis expoii 

nens = — i . Si evanefcente jr , area non debeat nullercere , adde conftantcm« 
eamque ut fupra determina. Plura hic exempla non addo, quia poft cxpofitan 
tbtoriam majore cum utilitate proponam . 

la. Hac methodo quadrantur curva, quum «aruai aquatio more cartefia» 
no data e(i ordinatis inter fe-paralleiis exiftentibus.iied (i .alio modo deior cn»> 
va aquatio, alia erit tormnia quadratura. Difcedant ordinata C B=^ ex fo> 
co C (. Vig. 7 1. Faciat Cb cum CB anrulum infinitefimum. Centro C in* 
tervalo CB defcribatur minimus arcus Bm=dx. Data fit aquatio inter 
CB=:jf, ejus difiercntiaffl bm=..dy, & Bm = dx. D;ff.‘rentia area ACB 

erit fellor CBmes'?.^; ergo eadem area = — Sgdx. In hac pro d>* 
a a 

fubflituendus ejus valor datus per/, dg,’dc integratio focicnda,ut area qum« 
fita inveniatur. Dixi arcendam ex formula dx, ejulque valorrm introdnceiiB 
<him_ datum per jf,qHia, quum dx fit arcus minimus dcfcripius radio variabili. 
Bullias linea eft diflkrentia; ergo ejus integratio nequit haberi . Quod fi veU 
kt removere jr a formula, ne^ie ^et eamdem reducere ad arcum deforiptann 
radio conflanti, qui arcus ciTet differentia arcus finiti, ut deinceps ad fummn- 
toriam pollit deveniri. Hac autem methodo uti neceOe eil.Dato radioCA = iS 
delicribe circulum A D iccantcAi CB,Cb,in D,d.Voca A D =c q;,, D d=W 

Eiit 3:a:.'du:d7i', ergo dx=?A^- ergo— S^dx=— S In bac 

Mes pro y fuMituere ejus valorem datnaa per o,& deinde iategtatioaem pet« 
acere, qaa expnmetiir per arcum «circuli dati. 

ag. Sit «curva AB ejni naturae, nt valeat stquatio =dx; ergo 

X X 

? — ydx 8c integrando A -4* s — Sydx.Si area, fodln 

* S V" * 

a e' 

jf=:CA = 4, tlebeat evanefcere,crit A-h-^ = 9; ergo A= — — 


igiCar 


1 i 

«ea zqaaUt X.= — X_, qtc pefiihf erit , fi /> aegativn, fi ji < « g 


Sv't» 
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- • 

& poGto 11 = Oy fiet area — — .Si velis arcere Ut defcripto ut antea cireu' 

lo radii =#♦ poiJe in aequatione curvae pro ai k ejus valorem ; ergo 

^ integrando ut polita / = «,lit *=»,fiet a y/j( — » = -A * 

VH v('a ' \/* 

4 t, 

» r-4- a « ' t ~ r 

; ergo — — > = 

a « 


etgo Zy/jf= St. m' = 


>/• 


z -H a e 


l6ss 

S fc 

— ita. enim, polita t:.=o,ttulleicit.^ 


JL s 

4* S • J * <•* ^ 

Modus hic quadrandi curvat omittendus oo» etat, quia ftepiffime anaiyfbe n< 
tuntur xquatione curvarum , qux referuntur ad focum. Caeterum ex. genefi , a- 
liifque proprietatibus curvarum non raro qutdraturx quoque eruuntur noo' tB> 
eleganter, quod nos- deinceps ubi res polcet, opportunis exemplis pateJacie» 
mus. r 

S4. Nunc'’ autem dicendum cli de nfu , quem prxftant qur.draturae ad 
conllcudionem carum formularum, qux refpuunt algebMicara mtcgraiioneaL^. 
Omnes enim conflruuniur luppolita quadratura alicujus curvae* algebr<ica . i» 
q^uzlibct formula Xdxy^ in qua X data eft unice per x, & conHiates. Reuo> 
catur femper X* ad poteliatem linearem eam multiplicando, vel dividendo',- ia. 

opus eft, per conliantes ,ut fi X Iit tertix potedatis- dividenda erit per 4*. Ita 
prxparata tormula ponamus X linearem. Deicribe curvam, cujus abicitlx flat=x, 
ordinatx autem n=X. Uxc curva Gt E£t ( E|£. 6. ) ent SXdx~ (patio 
curv:lineo AF£C; ergo habito hoc fpatio, qui^ haberi poteit faltem (Tiewha> 
Bice, determinatur fummatorin quxlita cujus coalirudio dependet n quadrata» 
za curvx algebrai cx. .< * ■ 

2j. Sit dxy/ xax — xx. Quum quantitas multiplicana dx Iit dimenffo. 
nfs tinearis, nulla multiplicatio, aut divido hciead».cft.Pontf = y/iax—xxl 
St deferibe bnjus aequationis curvam, qux erit cimnlus, eujas re dius. C A ^ 4 
( tig. 8. ) finus verfus A 8 =.*, finos BD=/ ; ergo S.4,k^ 2 ax — xx-=^ 
Ctmilegraento circulari A&D, quo fnppofito d ata formula ad iotegrationem» 
perducitur. Si formula fuiffet aex-t-xx, delcn pta hyperb ola xquilaM» 
ca A D 
tium A 


, ( Fig. 9. } cujus iuaiaxir C A = 4, Sifx^^aex-^M aequaret fpa» 
B D « 


2A Sit , qux multiplicetur per 4 >, ut fiat . PIom 


4 y/x 


vA«— X 


^ t — i 


r= =X t 1“* efl tertii gradus. Hanc deferibe, & fit A DH ( Kjp, 

V^4 — X 

IO, > Dtt^ qualibet osdinata BDT erit S = ABO, 

^4-« 
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c ’L = dAB, Si proponitar foirauls — , et ducttur it nt 

y/,-» • 


m -♦-)« 


f J > 

iit . Pone — - — —f% Sc defcribo corvam HCK (Fijj. ii. ) hn« 

I -+-* 4 H- X ■ 


4 * 4 *</l* 

iat squttionit pofitn A B = x , B C —j' = . Erit S s: fpt» 


tio H A BC; ergo S 


dx 


HABC 


z 1 
4 -Hx 


m « r. 

17. Verum non eft neceffead integrandam formulam conft''ntem ex indetermiBata 
x,eonftrurre curvam , cujus abiciffa (it x. Immo elegans, & utile erit plerumqne, 
ieligere ejua iaAorem dificrentiaiem , qui algcbraicam integrationem admittat < 
cju^oc integrale ponere =2 abfdflc curvz defcribendz , reliquum_fa£lorem ft- 


cere =/*ejufdem c.rv* ordinatz. Ita in formula fuperiore , fada^ 

‘ multiplicatione per — , nt fiat — ; accipe - * — = dtj,, ia£laqa«x 

* t^ 4 — X Xx/ 4 — X 

„ inttgraiione A ~ y/0s — ax=ij^. Addita A pro libito tffumi poteft ; ergo 


\A—z== y/aa- «X five = 4 —X. Przterea fac F s •''8® 

x= — Igitur zquatio curvae, cujos abfciHa ordinata proveniet 

- * *-.*• 

»a# 3 ^-H ^:5 = 44 — ^J,&aaque id = 4 ,erit 

. > .e •t iS 

;; aiq;,— ♦ Q“»i^ CA = 4 ( Fi>. 8.) deferipto circulo, fecJU» 
» A B = 2 =4 — ■y/mM--mt« i Sc doc ordinanam BD=jr = y4x , erit , 

S =ABD; ergo S . Quando fbrmnlz 

* * V ** Mtegntio dependet « quadratura circuli» ab hoc. quoque dependebit 

qnadratnra cnrvz ADH, (F/g. 10 .) perquam Num. » 5 - eadem formula con> 
ftruftn-efi. itaque fpauom infinite longum ACH erit zquale dupl o quadra nti 

ciKulari»«u)ui.indins se^.AijmUtBr ptopofita zquatione — — ^ 

> ' * ■ 

4 *dx 4 * 

Jige AAoiem nlgcbnaiM integrtbilem — » cnjtts integrale s: 

' X 

r feu 
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CAfOT S.V1NTVM. 

^ _x , Tum fac — v//— x*=/.Defcribe curvam coordiuitarum 

u j^bnius quadraturi formulam propofitam integrabit . Ut naturam curv* de- 
termines , fubftitue in fecunda valorem x datum per primam , & net 

s. 1^/— ^ hyperbolam atquilateram . Qua- 
re cum femiau CA = x ) deferipta hyperbola aequilatera, i n axe p n- 

mo abfeinde CB = a:= — , & duc ordinatam BD, fiet S 

r= A B D . ^ 

i8. Interdum elegantius fiet, (i non propofitam formulam conftruas per 
quadraturas, fed aliam, qu* fimul tom propofita integrationem algebraicarn- 
reciptat. Si cniin haoc ab algebraica detrahas ^propofitani obtinebis* Geoeratico 
boc artificium explico. Sit propofita formnla_^d* / eam integra j^tnde ** fi 
u eflet conrtans, ut fiat Hujus differentiam accipe, 8c erit IJxi/ — xdy 
►f-ydx; ergo x^ — Sxrfy = Sydx . Si itaque per quadraturas invenias 
eamque a redfangulo xy detrabas, habebis integrate propofitz ydx. 

Ad exemplum fit formula 


. V t — xdx 

■■ — , quam ita difpone x • 


Haec integrata quafi x’ eflet conAans dabit 


v/x X-|-4 X 


XX-fXX 

Jt 

, Hujus autem dlflcrentia fiet 


^X X-^X X 


— x ^ Jx 

~t ^ 

X ■+- X X 


IX dx 
^x x+x X 


, fiva 


^X x-t-x X 

x*dx 


-jS 


tj 4, 

S 1- . Integremus per quadraturas 


^xx-Hxx 


. Pone 


X dx 


a a 
X -f-x 


: = da;j*ergo y'xx-+-xx =sii &»<— v^^a~xx. 


>/xxH-xx V^xx-l-xx . _ 

Fac x=jf,& curvam defcribe coordinatirnm cujus zquitioa:.^ xe— yiTi 
quz eA ad hyperbolam aequilatcram . Se miaxe C A = x delcripta biperbola^ 
HD, ( Fi^. p. ) abfeinde CB=a^= v/**-»-xx, &duaa ordina» CD habe- 


bis 


x^dx 


^XX-J-X X 


: AB O. Quare fi fpatinmhoc ter fumptum demas exquantita» 


algebraia 


^XX-f-XX 
7*0m. IXt 


habebis integrale quzfitum fbrmulz 


-x*dx 

'a 


xx-i-x 


ap. Uful 
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19. Ufut fubftitiitionara, Mr quii ferraule in fimpliciores redigantOT , frc- 
qucmiflimus eft in analyftis. Exem plum habe n ibrmuU 

JL,i/i ii. i> i i. 

I -+-» <•* 1»^ . Pone:»* •+«<»* ss — fL. , ut fiat 

-T 


»*= - — i , & neceptii dilfirtBtirt anit» = — i- . Divide pri- 


■em partcia per «* , iccuadun per ^ — i, ut fit»* 4 h~— A^' * — ? ; 

-T * i 

pew ftjfqwe fuhftitntionibiit, in hanc ibrmtilem mutatur propofita 

a xjx—adx j — — c’ I *dxJxx->f-aa . » , 

y^xx^as, Fomula — ute^rabilit e(l alge> 

4 , dl df 

X 

braice; ejurque fammatoria — **~trl* . . ; Secunda conftraiturfup* 

3 ^ 

pofiia byperbols qnadratura.Sit hyperboIaatquiTatera A D.( Fte.g.') cuju s feroiaxis 
C A=d.In fecundo axe abfcindeC E =x^& duc ordinatam E D, erit « 

s= C A D E ; ergo fummatoria quxliu , 

i. y i. 


3 xdx — »dx 

a * A 


= I»* rf» I ».* +<aA* »* -I-14* = 


_ J.. CADE - -Icade, 

%A % %. % 


nifiente CE = 

* jo. Methodut conftrnendi formatas per quadraturas curvarum non deficit , 
tametfi formulx difierentialet implicent fignum fummatorium unum aut multiplex. 
Verum opus erit uti quadraturis corvarnm trafeendentium. Nihilominus fi uni- 
cum adfit lignum fummatorium ^ 8c quantitas difierentialis hoc multiplicans fit 
algebraice intcgrabilis, rea cooficietur, ut antea per quadraturas curvarum al- 
g^raicarum. Ut hoc generatim demonftrem, affumo icrmulam d^Si/dx , in 
cpia jt fit data per x, ptzterea per d» ita tamen nt algebriicam integra- 
tionem recipiat . Perfpi cuum eff P S if d x = d^S 3 d x-\-t^ dx ; ergo 
a^Sjrdx— Saydar = Sd^Syd* ; atqui utraque Sitdx, S\ydx integratur 
fuppofita quadratura curva alge braicg, nili iecunda fit fummwilis algebraice « 
quod aliquando accidit; ergoSd^S^dx integratur unice quadratis curvia al- 

gc- 
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|cbnicis. Ezcraplum det fbrmaU «-+-*. id* S — . Etenim faabebiraui 

a X X • 


que ultima tigebrai» 


xx-f-xx _ d»t 4<x~** — 


cc integrabilis eil ; ergo tUlILlCZ s ' 

a‘ X 4 


i/x 


+ x.dxs!^., 

X 


quz proinde integratur, polita integratione formule — , qu* dependet a qua* 


dratura hyperbolx apollonianx relate ad afympto ta . 

31. Formula diflicrentiaiis d/Sd^Sy implicant dno (igna fummato» 
ria integrabitur fuppofitis quadraturis curvaram algebraicarum , Q df, d:^ ita 
datx fuerint perx, dx, ut dt^dz , *d^ fint alg cbraice iategrabiUt . Etenim 

t Sdz^Sydx — S/d:^S^dx =Sii r Sd^Sydxj atqui Sd^SydXf 
Srda^Sjrdx obtinentur per quadraturas curvarum algebraicarum e x nunu aC. 
fi d^, r d aL ••g*!’™*** intqjrentw ; ergo etiam SdtS d^sJdx^ fi dt ^de, 

$d:^ algebraicam recipiant integrationem. Similiter dtSdf S d:(Jiydx invoU 
trenstria figna fummatoria ad lui conftrufiioneffl requiret (olam quadraturas curva» 
rum algebraicarum, G dr, d/, td^^ sdt^ deSsdtf algebraice integrabi ke 

fuerint. Nam fSdrSdx Sjrd* —Ssdt!>d\bydx= SdtSdtST^ydz • 
atqui quadratis curvis algebraicis habetur prima G dtj fd^.» algebraice intc> 

S rentur, obtinetur fecunda, fi algebraice fummentur rd/, dxjtdt ; ergo qua* 
ratis algebraicis curvis invenietur tertia, fi algebraice fint integrabiles t/s, 
d r f tdz^t idty dxSsdt. hz aucto fignorum S numero, crefeunt conditio^ 
nes neceflarix, ut formula integretur per quadraturas curvarum algebraicarum. 

ja. Verum ubi multiplicatur fignorum S numerus, clegantior evadet cal- 
culus, fi initium fuma a figois iaterioribat;& pauUatim' eadem adaugeas. Hoc 
clari flit ne conftabit in formula , quam in exemplum propono &c. 

SdxSdxSdxSdx.Sydx. Ita enim calculum inftituam, ut eam ad integratio»' 
nem perducam^xS^dx — S^xdx =SdxS^dx. Hanc multiplica per dx;at 
integra, ut fiat ' ' - _ 

Sxd*S/dx — Sdx Sj/xdx = SdxSdxHydxj atqui 
a < , ^ 

— S^dx-4-— Sjfx*dx=sSxdxS^dx, & 

* ‘ 

xS^xdx — Sjx dx = SdxS^xdx; Ergo 

X T - 

— Sjidx — xSjxdx-| — L Sfx*dx = .Sdx Sdxl/ d X. Hanc multiplica 
a a 

per dee, & integra 

-i- Sx^dxS^dx-SxdxSjlxdx-l-— SdxS^x^dx=^SdxSdxSllx Sydx 
X a • — * 


K X 


at* 
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7 ^ 

Atqai 

**<#*= — S"V»Sjfrfx 

i.j ».3 » 

— Syxdx — L. 

» » 4 . 

— SyxV* i-S/*V*= — SrfxS^x* 4 ^x. Ergo 

a a a 


-^S«(/x — — Svx(/x4-— S Mx d» ~Sj/K^dx=zSdxSdxSdxSj/dx 

X.} ^ a a a.i 

Hine , ut fuprt, moltip lica pw rfx . 8t ini«e ''« 

— Sx^dxSudx — i Sx^dxS^xdx-t.—SKdxSjfx^dx —SdxSyx^ dx 

a.j a a a.] 

— SdxSdxSdxSTxSjfTx; atqui 

— Sydx— — Sjtx*dx=: — $x^dxSjfdx 

a .|.4 »- 3-4 M 


- Sifxdx——Snx*dx=i — Sx^rfxSyxix 
a ^-3 M ^ ^ 

— S«x'(rfx Sjx‘*(/x= -i- SxdxSt/X d.X 

»•» »•» * ______ 

Svx^dx — Sjx^rfx= -i- SdxSj/x* dx j ergo 

a-3 a.j a.j 

4 { . * 

J! SjrV»-^— Si^xJx+iLs>-x*</x— -1 Sj/x^dx 

a. 3. 4 2,3 ^ 1.3 

Zili- S^x^i^x =: SdxSdxSdxSdxSjidxi atque ha progrediens ad qua- 

draturas curvarum deduces formulam, quotcumque implicet flgna fummatoria. 

33. Cxterum fi geoeratim loquamur, formula dilforentialis implicans ligna 
fummatoria ad fui coallruAwnem indiget quadratura curvm trafcendcntts, aut 
^ecbaoicz , qux eo altior erit, quo augetur flgaorum numerus. Qua verome» 
thodo cooftrudio peragenda fit, paueis oftendam . Su coaltiucada fotmulau* 

quK femper redigenda eft ad dimenGonem linearem fafla multi. 

24 I» ' ' 

plicatione, aut diviSono per a. Coaftrue primum curvam algebraicam A O 
{Fig^ 12. ) cujus abfciflse AB = x, ordinatx BL>=ir/ ejus area ADB = 

Sj^ifx. Pone BE= — =S^~, & orietur curva mechanica AE. F*. 

4 4 

dU BE = /»,‘ nofln formula ia bauc mutabitur inTM> quartani.. 

pro- 
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proportiotulem poft #,a, & BE=n», quam pone in BF, & orietur alia^ 
curTt mechanica AF» cujus area ABF= . Huic divifa: per m £ac 


*quaIemBG,erit B<5= qux erat invenienda. Si 

plura adfint (igna fummatoria, eadem methodo debes progredi. Hxc methodus 
aperte docet * formulas di£&renciales una tantum variabili przdicas per quadra* 
turas curvarum numquam cooArui non pofle , Sed advocans ea artificia , qux 
paulln ante indicata funt. ad elegantiorea fxpe conftruAiimrs deyenieav 

34, Requiret iortafie aliquis , utrum, formula differentialis cooRrui 
poilic pec quadraturam corvz relatae, ad focum, h&o ufu earum formularum » 
quas iavenimus nam. aa, Conftrni pofle: rdponika;. fed nifi- ufurpes artificia^ 
rocondita, & difficilem, calculum requirentia, conflmAio- perficietur per qua» 
diaiucam curvae mechanicae. Haec omnia brevitee declarabo. Sit conilrecnda^ 


formula in. qua Y data fit per if .Hanc. divifam per / fac zqualem 

i e, qux d>c fit ffllnimua ircnr circult rudio; y deferipeus,. ut proveniat xqua- 
tio curvx relatx ad focum Sit hzc curva A B , ( Fi^. 7. } u> 

bl CB=jr, Bw=/x;ergo fiet Ydji = 5^-, feu SYdy-— S/d*;at- 

^ ♦ I A 

qui — S/d» aequat areant ACB ^ ergo SYd/ =ACB: quare cooflru£la> 


tft formula propoITta per quadraturam, Yerum curva A E hoc modo inventa, 
cujus quadratura exhibet noftrx formniz integrationem, plerumque mecbumca 
cft, atque tralceudens, 

3S* Q.uod It eas xquationcs fpeftts, qux comparant radios CHr=^, & 
arcus A D qui conflanti radio C A = « ptzdiri funt, ut arex differentia 


CBb= Sy*dx.y hae methodo ntl poteris ad; conflruendam xquatiooera. 

Ydx, in qua X data rft per x, POne rdx =de, in qua r data efl quomo» 
documque ^r x, & abicinde arcum A D = Stdx, Deimie dufla CO.abfcin*- 


de C B = l/llfiT = ; erit are* A C B = S = S X d*. Hseo quoqu* 

I $■ a 

confiru Aio integrat datam formulam per quadraturam cnrvx xquationis t d *—d 3^^ 
quz plerumque efl trafeendens. Verum fi: indeterminatam a datam pec x ita.,* 
accipias, ut fummatoria tdx exprimat arcum circuli, verus radius lir 4,& qj> 
fit ad a;,iD ratione numeri ad numerum, curva, qux orietur, erit algebraica. Si. 
formula differentialis integrabitur per quadraturam curvx aJgcbraicx. Qeznain 
autem fint formuix exprimentes per finus, colinus, tangentes, & alias lineas, 
arcus circulares , & quomodo ex zquationibus , quibus tnlunt conditiones ante 
pofitx, fiat tranfitus ad zquationts algebraicas inter ordinatas orthonogonalcs, 
fuo loco oporrabic fuGus cx^icare , Ad ren» autem przientem bzc fatis fiot , 
ut cognofeat aualyfta, quadraturas curvarum, qux referuntur ud focum, pofle 
•Jiqitatido non ineleganter formufaruor integrationem cxbtbcrc. 


C/t- 
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Dc quadratura Jiyperbolx aj)ollonianx inur afymptottj 
de logarithmis, & de multiplici eorum fiftemate. 


Q Uamqutm formuls diflFefentialcs fetwpsr conftriit poflunt qnadratia curvii 
,algebraici$; ttmea re£las ordo pollnUt, at fi fieri poteft, per quadrato* 
ns maxime fimplices iotegremor. Sedliooes conica: fcfe offerant. Parabola, ut 
ofienfum eft , recipit algebraicam quadraturam . Reliquae funt ellypfia , & by. 
perbola. Itaque a re^ metodo dilcedet , -qui advocet altiomm curvarum qua* 
draturaa ad coalirnendai formulas, que integrari poffunt quadratis ellypfi , St 
kypcrbola. Quzaam fiat buiufmodi iormillz, diligenter cft infpiciendaai. Io* 
cipiamus ab hyperbola relata ad arymptota. 

1 . Sit inter afymptota CH , C N ( Fig. i. ) ia angulo refto conturren.: 
tia coniiituta hyperbola zquilatera EPR, cz cujus ptecipuo vertice demitte 
£A normalem alymptoto CN. Duc ordinatam Pl, eique infinite proximam 

pi. Vocatis CA=:AB = 4, C1 = x, IP=jf = — ,erit re.Sangulum Pii, 

X ^ 

quod eft elementum arce biperbolice = — - . Incidimus in eam formulam , 


que licet contineatur in generali x Jx’ tamen, ut fzpe monuimus , algebrai* 
caro relpuit integrationem. Ea igitur dependet ab hyperbole quadratura. Sed do 
bac plura eque maximi momenti dicenda funt . 

a. Si in afymptoto CN acceptis quibufeumque CI, CL, fccentnr nlix 
duz CM, CN, que fint cum primis in eadem ratione, & ducantur ordina* 
te I P,L Q,M R , N S •ajo equalia effe fpatia byperbolica P1LQ,,RMNS. 
Acceptis clementis ii, Mm ita , ot fervent rationem CI, CM, agantur or- 
dinate ip, mr. Quoniam ex conftruiiione Ii: Mm::Cl.‘ CM, & ex na- 
tura hyper^le C'l: CM tft in ratione reciproca IP: MR, erit liiMtnin 
ntione reciproca I Pr'MR er^ te^ngula Pii, R Mm reciprocantia latera 
erunt equalia. Si fumantur denuo duo nova altmenta, que fint ut C1;CM 
fivf ut Ci.* Cm, eadem ratione rcAangnla provenient equalia.' ergo progrel- 
fu boc ia infinitum produ£lo palam fiet, omnia rc£langula exhaurientia fpa- 
tium P L equalia effe ornnibut re£langulis exhaurientibus fpatium R N ; ergo 
^tia byperbolica PL, RN erunt equalia. Q.E. D. Ex quocumque pun£io 
D ducatur ordinata DE. Quoniam differentia inter fpatia EDiP, EDLQ 
eadem eft ac differentia inter fpatia EDMR, EDNS, apparet inter hec 
quatuor fpatia intercedere pro^rtionem arithmeticam . Itaque dum abfeiffae 
fumpte io afympteto, & incipientes a centro funt in ratione geometrica , fpa- 
tia byperbolica incipientia a qualibet DE, & iifdem abfeiffis refpandentia te- 
bent rationem arithmeticam; igitur fi accipiantur in afymptoto lines confti- 
tuentes feriem geometricam, fpatia byperbolica conftituent ieriem arithmeti- 
cam. 

q.Ex bac proprietate colligimus fpatia duo infinite iongaEDK,EDCH 
ambo effe infinita. Nam quoad primum, accipiantur CD,CA, CI > ^I* 
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Scc. continue proportionales, eonftat aequalia efle fpatia EDAB, BAIP, 
PiLQ, &«. atqui numerus continue proportionalium cft infinitus: ergo nu» 
mrrus Ipatiorum aequalium eft infinitus: atqui primum ex his EDAB, exi- 
ftente DA finita, finitum cllr ergo eorum fumma, adeoquc fpatium b^perbo* 
licnm EDK erit infinitum. Similis ratio valet pro altero, quia acceptis pofi 
CO^ Ga contiaue proportionalibus., earum numerus eft infinitus: ergo Ipacia 
ab ordinatis claufa fune numero infinita: atqui hzc omnia funt aequalia inter 
fev& primo fpatio E Da, quod finitum fumitur: igitur eorum fumma; atque 
adeo fpatium infinite longum E D G H efi infinitum . Q,- D. Quapropter fi 

ad conftruendam S , qux fine dubio squalis eft ares byperbolipx , ini- 

tium ares fumeretur ab afymptoto C H , fmftraretur omnino eoaflrn£i:to,quia 
cuilibet abfcillx x finits refponderet quantitas infinita . Quare ne fruftretur , 
neceiie eft fumere ares initiuan ab ordinat» fixa D E, qux pro libito accipi 

poteft. Itaque exiftente CI=m, eritS ^^^aequalisarexhyperbolicsEDIP, 

X 

4. Quoniam, leceptis abfeiflu' in continua ratione geometrica, ares fervant 
continuam proportionem arithmeticam, fpe£hri poffunt abfciftx ur numeri, a« 
res hyperbolicx ut logaritbmi . Sed fi ita acciperentur ,eflent logarithmi fecun» 
dx dimenfionis Juvabit autem eos ad primam dimenGonem. perducere hac metbo»^ 
do. iotelligatur deferiota curva I^DY, tranfiens per pun^uffl' fixum' D-, ea 
conditione, ut quslibut ordinata IT du£ta in conftantem squet aream 
byperbolicam EDIP; ereo ordiaats IT erunt ut refpondentes ares hyperbov 
lies incipientes a fixa DE.' ergo crefeeotibus abfcilDs in ratione geometrica , 
noftrs curvx ordinatS' crefccnt iir rarione arithmetica; ilis- iraque eruat nu- 
tnert, iflz logarithmi. Qua de re curva HDY, vocatur logiftica ,. teu loga'- 
rithmica . Ut autem expeditis ootis ntami>r, ad indicandum^ logaritbmum nu> 
meri cuiuslibet C1. five redam IT fcribenms /. CI; iu ut littera H lioex 
prxfiza dus lincz defignet logaritbmum - 

S' ^'Bla infpedione figurs apparer/. CD = o. Numerus vero GI>ex: 
arbitrato determinari poteft. Logarhitmus autem numeri tuperanrisC Deritafifir- 
ma(ivos, negativus logaritfamus numeri- minoris quam G D. Ex quibus, propo» 
fitio converia ftatim colligitttr.'aimirumlogarithmus = obabetnuBierum =C O,, 
lopritbnius affirmativus habet numerum majorem quam GD,negitivus autem 
minorem.. Quemadmodum confideravi tamquam pontivos logatithmospofitos fub- 
CN', negativos,, qui fnpra flti funt; ita hos potuiifem confiderare ut affirma»' 
tivos, illos ut negativos- Arbitraria eft, ut diximus ^determinatio numeri CD* 
habentis loearithmum —o. Verum fada hac determinatione nondum- logantliF 
mica U.DY determinata efi; fed prsterea determinanda eft conflans =l,quS: 

S er logacithraos multiplicata exhibet fpati» byperbolica-, aut alia quxlibetcon- 
ans, per quam ipfa b dfctermibara remaneat; ut fi quis determinaret nume- 
rum, cujas logarithmus aut eilet squalis CD,aut ad CD datam hobecit pro- 
portionem. Hbc auiem- filentio przcereundum non erat*/ quia ex detcrmiinth» 
ae unius potius, quam alterius conflantis oriuntur diverfa logarithmoium fift» 
mata . 

6. Si fuerint quatuor numeri geometrice pn>portionales,logaritbmi medi» 
rum squabunt logarirhmos extremorum. Nam- numeri geometrice proportieoa- 
Ica habent logarithmos proportionales arithmetiu; atque notum eft , qpatuof 

qaanr 
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^utntitatn arithmetice proportionalet ita eflie afie£bs, ut fumma mciliarQm z. 
«)uet fummam extremarum,* ergo fi numeri fint geometrice proportionales, ha* 
bebuot eorum logarithmifummam extremorum aequalem fummx mediorum .Hinc 

defcendit fote l =lb k — lf t quia ~ eft quarta proportionalis poft 

fybfki efgo ejus iogarithmus, addito If =.lb-{-l k i igitur f -r-— Ib + lk 

A* 

— If.Si bx.ft haberetur l ^ — xlb —Ifj ^ k — -j- t f = 3 ^ ^ 

f t f- 

.p 

~jt/b-(p't.lf. 


b 

— \l{. Imo generatim per hanc methodum ineanemus 

b^ f 

Si y=:CD, nt fit //=«, erit / 




l = Generalius etiam/ — : 

fp-i 


=plb-k-l lk-^P-k-1 — i.ifj efgo fi //=e,hoe omiCo, fiet /■ 


br 


rP-^i -» 


aV 

— plb + ft k; fi fuerit /A =:o , orietur =il k—lp+f—^.lf, 

— * 

In his continentur principia , per quae ab aequalitate inter logarithmos fit traii* 
litus ad zqualitatem inter numeros, & vice verfa. . 

7. Exhibeamus jam logaritbmicz zquationem differentialem . Exji«tic^hy- 
nerbclae b demittatur BA normalis afymptoto 'C N , & fiat,BA=CA — u, 
CD=/. Sumatur CL = »»/; i» eft numerus conftaos determinandus prout u* 
fus veaiet. Numeri autem CL Iogarithmus eft LV,quem votabimus =g ita, 
nt (itp = /«»f. Diifla vero VZ parallela CM, fiat LM =VZ — x,MR— it, 
ZX = :^; quare m f-i-x erunt numeri, ^ logariihmi .Ex zquaiione by* 

t 

perbol* eft — — =y: ergo fafta multipliatione per fiet- , , 

mf-^x ^ “ f^t-r-x 

<Quum autem ipatium byperbolicum EDMR = A.MX = ^-i“l-**ele®*ntnm 

«juldem fpatii nempe sdx debet zquare bd\: igitur = bd per 

quam zquationem oportet determinare proportionem inter numeros m/-i-x,Si 
logarithmos 

8. Quum ^ , deinceps demonftrabimus , lubtangentem 

b • ^ 2 

a 

logiilicac icctptwii in afyinpioto Jbrc conflAntcnt, 5 c— o Quare liceat 

vocare fubtangentem logifticst quantitatem -^,quam deinceps dicemus =c,ut 
fit zquatio = d^,. Hinc deducere poffumus per_ quamlibet logaritb* 

naicam , feu per logarihmicam cujufcumque fubtangentis quadrari polle^«|uara- 
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ti 


libet byperboltm • Etenim fi oporteat quadrare fayperbolam zquilateram , cujus 
potentia =«« inveniatur tertia proportionalis poil quz vocetur 

ita ut fit fpatium liyperbolicuiB, erit addita, demptave 

conftante, prout opus fuerit. Q.uod fi byperbola non fit zquilatera, neque a» 
guitts a fympto torum rc£iu$, tunc fpatium hyperbolicum zquabit non rtaaogu- 
Ium t-g-i-Zt parallclogrammuro , cujus latus unum fit alterum 
quz duo latera angulum efficiant zqualem angulo alymptotorum . 

9. Nunc dato numero in/+x inveniamus per feriem logaritbmum 

In zqiutioae d z,— - r ■ '» ^ fra£Uoncm evolvamus ia fieriem , proveniet 


c d X ^ f xrfx 


• - . f X r X 

1 

»>/ _ * r» 


cx*dn 


f **</* 


m 


V 


&C. ergo integrando 


e sc 


ex 


f 


3-.V* 


dmY 


Scc. Ad determinan» 


dam cooAantcm y?,opus eft advertere , fieri o, fix =e;ergo = ; = / m/; 


igiturjr-f-a^,five/.i»/-t-x=/m/ -l-e. 


amV' 


4 - 


, 3'wV^ ‘ 4-wV* 

Si X foret negativa, fen fi ouzr^»»»- » effet/.»!/'— x. oriretur 


■&C. 




&C. 


I. mf — — e. -^-+' * 

XV» t q.m f 4.1»/ 
io> Ut nfus harum (erierum palam fiat, fupponamus primum m=ci, itn 
Bt punffa L,V coiacidaot cum punSo O. Quia lf=o, babcbimos' 

]T ~i 3,,» . 

— H — ~ &c. Hzc feries convergens erit, do« 

' 4/^ 

nec x=/,- fi enim vel tantillum fuperet /, tum poft aliquos terminos fpecie 
converMBtes fequuntut termini divergentes. Quare feries utilis erit ad inveni» 
cndos logarithmos numerornm ab f u>qoe ad a/. Inveniemus autem ^ 

lxf~c. !■ — . &c. Hifce inventis ponamus iN=a,& proveniet 
X ^ _4 


f. xf-hx = l»f-he . — 7 — 


1/ » ,a 




»'•*/* X* . Y 

convergens erit , donec x^a/, quo in cafu habebimus ; 

fo/sss/a/H-c.i 'h — — &C. five 

* 3 4 


&C. Quz ferias 


Tot»h IL 
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lnf=ilif=zc. I H &C. S«ri» lavenu detefmin«t,it 

» } 4 

logarithao* omoium numefaniw «b ^/~ irigne ad 4/. Pommus >»^14. erit 


/. • — i- — 

4 / 


&C. Series 


. */•* ‘»r‘> 

, , *' 4 ,/^ ?*4 4*4/^ 

bzc erit conrer gens, donec x-=^f, quo in cafa 

^f+e^ I—— — L &c., five 

* 3 4 

/8/"= 3 1 »f= 3c»i -+- — — Sce. Atque ita deinceps progredi- 

codo y omoiuBt oameronmt logaritbisoi per feries convergentes ioveoiemus* 
Quod attinet ad logaritbmos numerorum minorum quam f; fi ponatur m — 

& K negativa; inveaienrur eadem ratione lo^rithml numerorum a / ad — ; 
tum li ponatur m= — ^ invenientur loearithrar numerorum a — ufquead— ; 

• j • * »^4 

atque Ita deinceps. 

II. In (uperioribos quzdam adnotanda fiiaty qusr praxim reddunt difficiU 

limam. Series 1 — — -H — — — — &c. ex diubus (eriebus 

». 3.4 X * 

compooiior j quarum prima ex illis terrainis. oonflat*^ quibur ptzfigitur figoum 
, altera ex illis, quibus fignum — prsponitur. Utraque ex ittis feriebus in- 
finita elt, licet earum di ffiirencia fit finita. Huic incommodo iacile medemur , fi 
reapfe fingulorum parium dillerentiam luoiamus , Sc leriem iorraemus bujut 

-4- — ^ 8kc. Verum h*c feries lemilEmeconver- 

git ita , ut oporteat fumere terminos feptem Sc decem , ut folum ad partes mil- 
le fi mas perveniamus. Quemadmodum proceffimus per leriem /• a/, 
nt inveniremus primum logaritbmos numerorum inter /, Sc a/', tum inter a/ 
Sc 4/; atque eadem ratione deinceps: ica poffumus progredi per Ceriem, cujus 

termini minus inter fe difierant , ex caufi /, -2-/,-£-/,i2/',__/8cc.,exqua 

2 4 o i 0 

ratione inveniemus numerorum logaritbmos per feries magis convergentes . Fa- 
fta itaque m— i , inveniemus logaritbmos numerorum ab/ufqnead-^ /; quo 
ia cafu extremo * quum fic /, habebimus 

_i ( ! -1 — I — Scc. quas feries aliquan- 

t i 4 S 

a. a 3 .a 4.1 5. a 

to magis convergit. Tum fiat 10= -i, ttqoein 4 acfoppofitione inveniemus logt- 
a a 

titbmos nnmerorum a^/arquead “ /» quo* j»*et »/> «“ju* loganthmus 
, ittve- 


■odi . H 

» 3-4 


/ 4 /=c.-L^ 
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invenietur -7 ^ H ^ **• 

* ».3 **3 . 4-3 S.it 

Deiade inTcniemus logiritbmnm nnmiri — / « nempe 

4 ■' . 


l J. f = a/ f = %0. H &C. I 

4 • * a.i j.i* 4. a* 

mus»»=-^ , & progrediamur nfque ad logarithmum numeri^/ 
4 • 

plus l — f. Inttr bos numeros jacet 3/’, enjns logaritbmus erit 


&C. Tum fiatm=l?. 


- * *.4 3*4 4-4 

& inveniantur logaritbmi numerorum oTquc tA—ft atque ita deinceps . Sf 
rics autem, ut cuiquam patens eft, convergerent magis magifque, fi progredere- 
mur per icriem, cujus muneri primi snagis adarqualiutem accederent, ut/, ^ /. 

Hsk methodus utilis efle potefi, fed |dures operationes inAituendas fuat ad in- 
veniendos logatuhmos aumetorum integrorum quam in ilia, quam modo pau- 
cis expono. 

11. Quum /iw/. — Im m/-t-x — Imf — x, habebimus 

mf—jt 

i ^7 

Jtcfc migU 'con-' 

I 1/’ 5/7/ ■ . 

TcrgeM cfty qwn fupe riomo Si ponamot m= i , lAfeniCfflus 

=ar.-^ — -!■ — -H — &c.Hujnliaodi feries, cajufcuin- 

' 3/* S/* Tf’ 

qne numeri logaritbmus quzratur, femper convergens eft. Nara fi generatim^ 

quaeratur /p/, fieri debet =p; igitur-^ = i q»* quantiiu 

quam minor fit, qaam anitas, confeqaitur terminos pofteriores in lene, fem- 
per anterioribus efle minores , 8 t ultimos evadere infimtefimos . Si ex faac leric 

quaeramus /10/, fiet -y = S- j quare habebimus 

- - — , 

ttofszze. -H -r-?- 1 ^ H — > &«• Verum magis eonver- 

' * * S -t»^ T* , 

gemes' feries inveniemus, fi per panes progrediemur. Pone w:si, 8 t atf inve- 
• L a o'*®* 
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aitnduM />/, flttnc ~ -L, ^ fericm hotulaodi «licies 

— H *+■ -~"T ■+' ' - ®c«<» qu* maxime convergit. In- 

. * $•* T»} 

vento /a/, Macifcemur /4/’= !/»/■, /8/=j/i/, ti 6 f = ^t%f^ atque iu 
dciacept. Sii iq noftn formula m = a, inveniemus logarithmos numerorum.., 

qui liti funt inter a/,4/, nt boc cafu inveniemus -^=— ;quare erit 

»/ 5 

~ -+- — — H f- -i— Scc. Similiter ia£lom=4, 

X J T 7 

»•5 J.S 7«S 

tavememus logarithmos numerorum ,qui (iti funt inter S'/', itf/ . Ut autent.. 

/ lo/* inveniamus , neceffe e(( ponere _L = _L > igitur 

8 r »8 . 4 

I io/=/&/ 4 -ae. — "4 ^ — -+■ — 5 — + — ^ — &c. Atque hac ratione 

9 - 8 * 7 . 

3.» j.p 7.9 

progredientes logatuhmoc numerorum per (enes maxime convergentes detege» 

mus . ■ ■ ' 

13^ Non fum nefeius, in plerirque logarithmis inveniendis compendio non 
uti polfe. Nam dato cujuslibet numeri logaritbmo, omnium numerorum , qui 
confiituunt leriem geometricam poil Sc datum numerum , fogaritbmi inve» 
Bientur. Imo datis duornm numerorum logarithmis, tertii, quarti' &c. propor> 
tionales logarithmi inveniuntur. Numerus, qui oritur ex multiplicatione duo» 
rum, quorum logarithmi dati fun^ habet logarithmum datum: numeri, qui 
oritor per divifToneffl, fi diviibr, & dividendus habet logarithmos datos, Ioga> 
rithmus cognorcetur. Hzc 8 c fimitra compendia geometrz cuilibet obvia funt. 
Quare ad leries non erit confugiendum, ni(i ubi habeantur numeri primi. Series, 
antem femper magis convergentes invenientur, (i ot/ itti numero ponatur zqua» 
lis, qui proxime przcedit numerum, cujus ouzritur iogariihmus . 

14. Converfit poopolitio tra£(anda eti : Icilicet dato iogarithmo g + ^> i»* 
venire numerum Hanc ob rem fiat 

»»/•+-*= .i#-|-A2 4-Ca*-(-Dg^*-+-EaL & differentiis aceeptis 

Wx' = B^3^-+-aCg^d^-l- jOs;*dst-+-4EqV:^.&c.,& utramque.^partem muC- 
riplicaada per c, & dividendo primam per my+x, (ecundam per fericm a> 
qualem, naacifcemur ... " 

■ X j 

edx _ ^ Bdg^-f-a Cg^i/z-f-3 dx fle c. _ ^ 

igitur fa£b multiplicatione per fericm dividentem, orietur ' . . < 
f S 1 f C 3^ a; ■+■ 3 r O ^ -H 4 c B * 'd ^ -f- S f F s = 

a#da:-l“ B<da:- 4 -C'a^*dai+'^ 7 *d;^^-Fa;,*dai • compararioim fingulop' 
ttrmiaorum cocfficicounm «alorcs hujufiaodi determinaatur B — , 

t . 

C — 
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A A A 

C= — D . — , Es= — — — , F = — -,«tqiie iu 4 eiR> 

if »•}«* »* 3 * 4 -S«c' 

% ) 4 ^ ^ ^ 

«•ps. Ignnr fiet A-h — + 4 - •■ -H — ftc.Ad 

• c » i 4 

N %e x.^.c a.}.4.c -< 

rfeterminandain confttntis A velorem , adverte fieri x = «, (i ergo eva- 

det et-=zmf. Quare fafta f ubflitntione, & in utraque ggualitati s parte deletis 

1 i 4 

aKiualibuSi erit x = mf. — -+* K- — Stc. Fac adver- 

e ^ t 4 • 

se a..) 4 a^3.4.r 

taa iH f elTe numerum, cujua- logarithmu» =g. 

as. Hilce pofitirfit primo ^=e, at~ ejui mimerus —f^ h *►= i; orit> 


&c. ,ex quamquatione, que^ 


tur J»=/. H 5 . -J- -5 1 S 

e * i 4 

ar s.jc a.}.4.r 

cumque ponatur quae eft iogtritfamue nomen /-f-M, invenietur x; adeoque 
/-t-x. Verum fatiut erit per parter procedere, Se ez ultima aequatione mre- 
aire numerum, cujus logarithmus fit , qu« iatis parva iumaiur : tum boe 
Bumero fa£hi — mf, cujur logaritlnnut —g, fiimatnr alia ? czit^ua. St be 
Inveniemus numerum mf+K, cujus loparithmur eft hor definito ad- 

*lios deinceps progrediemnr . Numeri , qui ex datis logarithmis inveniuntur, dep--n> 
dent tum a fuoeangente r,tum etiam a quantitate /equerunr quantitatum, mft 
altera petialteram determinetur per partes progredi non licebit . Ut autem exemr 
plura clarum proponamus rationis, qua per partes progredi oportet , luppona* 
muS'r=/, quB bypotbefia eft omnium maxime Gmplex. Hac ftatuta- determia 




natione, fiet x=m/'. “tr — - 

' .f' 


»•3-4/^ 


Site. PoBO IM S I ,& 


H ^ 8». H« ftriei ezbibev 


iavenio x =/. -j- -t- — 

^ a/* a. 3/^ . - 

numeros /-t-x omnium logaritllmorura , qui pofiti funt inter o. & f. Quapro» 


-+■ 


Stc. Se« 


pter pofita T=f% invenietur /-t-x =;/-+■/. i — p.. 

1 A « ) ^ 4' 

lies haec voceur = A\, ut fii /-t-a»=/-t-/ A. Sui^xmatur jam i»s=s i -t- 


Ut fiat X = i-t-id./- 


/ 



&C. Serica illa 


a/' a. q/’ a.3.4/^ 

utilis ens iaveniendis numeria, qui refpondeot logarithm.a fitit inter j dia/, 
fi 7 i kiiUtur velor pofiius inter o. Sr/. Quaw fi ponatur ^sm/, fiet 
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«ft numerus, cujos logarithmus =s/. Si ftatuu eodem modo ia; 

ecoies numerum, cujos logaritbmos =3/, effe =: Per feriem autem 
clicics uumeros omnium lqgaritfaffloriun,qni liti funt imet Sc 3/, atque iu 


in infinitum. Ita delideus. numerum, cujus logaritbmus == -^/, b'c Invoi 
aias primum numerum , cujus logaritbmus — a/, qui numerus demonflratos 

» .1 f 

efl = yt-i-i ,f; tum iac m =z A-^-i , & 7 i= — /•; ergo 


* , 1 

jc i • "" " 4 “ 

% 


+ H ^ &C., qu* fenei & 

* S 4 

.1 . -a Jk .a. 3 a .a. 3. 4 

vocetur =B, erit St — A+i . B./; ergo A + 1 ../rf- * = . B-t-i./, 

qui eft numetur loearitbmi dail. - , 

lO. His prsffliuis advertendum eft , logarithmorum fyftema non minus de- 
pendete a quantitate y, cujus logaritbmus =: 0, quam deinceps vocabimus pro- 
tonumerum, quam .a quantitate 'C, >qua: eft lubtangens logifticx,- 5 c iubtangeu 
fyflemat.s ut anaiogia appellari poteft. Quoniam fyftema mutari pqteli ex utr> 
uique quantitatis mutatione^ cooGderandum eft, quibulnam conditionibus bu- 
julfflodi ifyftcmatum mutationes peragantur^ Primum mutetur .protonumerus ea- 
dem manente logifticz fubtangente ^ Conftituu nt fupta , hyperboia £ B R , 
s. j & fumpto protonumeio C O =/, 4 eiicribaiur logiftica DX , cujus 


ordinata M X du£ta in & s — aequet ifpatium bypefbolicum £ D M R - Dein» 

de fun»to protonumero C F = F, delcribator alia logiftica F Z , cujus ordina- 
ta MZ in eamdem b du£la zquet fpatiom hyperbolicum GFMR- igitur b, 
XZ zquabit fpatium byperbolicum .cDFG.' atqui boc fpatium conftmis eft; 
ergp X Z ubique conflans erit, atque adeo .zqualis FH. Quare 'iogarithmi fy- 
ftematis , in quo .protonumerus minor eft, luperabunt eorumdem numerorum 
logaritbmos in lyftemare , ubi major eft protonumerus, per quantUatem conflan- 
tem .zqualem FH.Qpantitas autem FH eft lojaritbimis numeriCF = Ffum- 
ptus in (yflemate, in quo prbtonumerut eft CO=A Quamobrem dato qu^ 
cumque Iqgan^morum fyflemate, cujus protonumerus =/, rnvenientur ucilli- 
ne logarttnmi alteritaiyftcmatis, cujus -^tonumerus = F. Etraim in fyftema- 
te protonuraeri / inveniasur IqgMithmua Aumeri F , qui logaritbmus dematur 
ab omnibus logairitbmw fyfimnans protonumeri /, & provenient logaritbmi fyfte- 
natis pratoaumeri F. Ss F>/, in fyflemate fMotonumeri /, / F erit pofitivuj, 
adeoque fubtrtftio lacienda eft. Si vero F</, / F erit negativus; quare muta- 
to figno (ubtra^io in additionem tranlibit- 

Si umit idemque fervetur protonumerus, Sc fubtangens logifticz mute- 
tur, videndum eft,quamaam mutationem fubeat loguitbmorum fyftema . Ijfdem 
protiiis fnppoficis cum codea protonomero CO=/ deferibatur primum logifti- 
ca D X^i.Fm. ). ) cujus ordinata M X dufta in b zquet fpatium bymboli- 
cum EDMR. Item nlinJogiftica deCcribatur DZ, cujus ordinau M Z duAa 
in B zquet ideas fpatium EDMR; ergo MX = B. MZ; igitur MX; 

MZ:: « r ^ a rg o " j| i^|Mf|p;;<yfte« Iogarithmi funt in ratione conftan- 
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ti,hM ert II ratione reciproca carnm quantitatum , qoc in ipfos duAz aequant 
fpatium byperbolicum ; fed iihe quantitates funr reciproce ut logarithmicarum 
bibtangentes ; ergo logarithmi duorum fyftematum , de quibus agimus, funt dire- 
de ut fubtangentes. Quare datis unius fyftematis logaritbinis iacile eft,altcriuS' 
cujufcamquefyiftmatis per. regulam , quam vocant, auream , logarithmos tnveni» 
re; duranrodo datae fint fubtangentes .. 

i8. Quod A datum itiyftema, cujos protonumerus At A, fubtangens ver» 
r, & alterum rvAema inveniendum At, cujus protonumerus At F lubtangens C; 
primo ex datolyAemate inveniatur TyAema protonumeri F, & fubtangeniis r; 
tum Aat c:C ut Anguli logarithmi modo, inventi ad cos,qui qujerantur.Quo* 
ad praxim in dato ryAemate inveni logarithmum numeri F ; Hunc deme ex da- 
tis logarithmis; demum' inveni / quartas, proportionales' poA e, C & logaritb- 
mos datos et quantitate minutos;. &>quaeAtDS-louritbmos determinabis. 

ip. Problema hoc.* dato- logarithmorumt ryltcmate aliud' fyAema- invenire, 
in quo manentibus exteris. motetur protonumerus, eA problema plerumque tra- 
fcendens. Etenim FHj,,( Fig.u) quas detrahenda eft ex- logarttbmis dati (ylie- 
matis, non datur plerumque niA trafeendenter- per.protonumerura novi lyAcma- 
tis-CF. Addidi, plerumque , quia Ai in fyAemate protonumeri C D'logarithraus 
numeri CF, nimirum F H , habear rationem effabilem ad CD, quod aliquan- 
do contingit,, probema. algebiaicum eft . Verum . altemm hoc probuima, manen- 
te eodem protonumero , &: dato uno logarithmornm' fyAemate invenin' aliud 
iyAena diverfar fubtangentis, eft pura algebraicum , dummodo lubrangentes Anc 
altera per alteram algebraice datz.. Adverte hanc conditionem; quam appefoi- 
mus, .A. ex fubtangentibus altera per alteram data At. Nim A babeacur (ylle-ma 
logarithmorum , in quo przter protonumerum data At fubtangens, Sc quxritur 
fyllema Ibgarithmoruor,in quo,poAto eodem protonnmero, datus At datr nume- 
ri iogaricbmus, boc non niA trafeendenter obtinebitur, vice verfa A ex nuc 
primum quzratur logarithmorum- fyftema . Etenim fnbtangens ex dato 'iog-.riib- 
mo dati numeri non niA trafeendenter habeturw Quod A<poAto eodem- proto-- 
■umero, unius ejufdemque- numeri in uno iyRemate- IogaritbrauS'=f ,.in> alio* 
i^, omnes logarithmi eorumdem. numerorum in- duobus lyflematibns erunt iru, 
direbla ratione f; Quare dato uno fyftemate.-algebraice. alterum'determina- 
tur. Hinc oritur duplex genus- logarithmorum: vel enim datur protonumerus,. 
& lubtangens fyftematis; vel datur protonumerus cum logariibmo dati numeri. 
Primum vocabimus ^ftema logarithmorum generis hvperboiici; alterum generis . 
yulgirls. Eodem ponto protonumero nullus eft: tra nutus, ab uno iyftemate ad a- 
liud niA per quantitates trafeendentes- 

xo- Verum ut ejus lyftematis, cujus rabular exhibeor logarithmos,. condi- 
dones cognolcamus, quid At baAs logarithmica explicandum eft . BaAs*logaritb- 
mica dicitur numerus ille, cujus logarithtnus zquat' protonumerum . Quapro- 
pter A datus At protonumerus cum baA logarithmica, logarithmorum fyftema.^ 
erit genens vulgaris; neque ab hoc Aet tranGtus ad fyftema genens- byper- 
boiKi, niA per quantitates trafeendentes. itaque tralcendentia erunt, bujulmo- 
di problemata: data baA logarithmica. invanire fubtangrntero fyftemais ; oata 
(ubtangeotc invenire baAm Togarithmicam . Nunc de duobus lyiiemanbus, quc- 
io ufu poGta funt diftindiut verba faciamus. byArmo- logarithmorum vuigarium- 
ponit logarithmum quantitatis cujoslibet /*, .quam Haturt pmionumenim , «•<•- 
= 0 , baAm autem logarltbmicam =io/',cujus Icilicct logarithmum zquat p«v 
tonumerum Syftema vero logarithmorum hyperboiicorum,quoutuatucpailin; 
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fuiptores, convenit cum vulgnri in boc, quod ponk l/^p^ ftd ejusdem fui>i 
tangentem ponit 

31 Quo pa£lo alterum (yftema redigatur ad alteram , oportet cognofceK.- 
Quamobrcm boc primum ioveliigemas neceffe eft ut in fyftemate vulgari fubv 
ungentem determiaemni. Ex lupradiAis iovenimus- 
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e=i 7 ,altcra=£,utfit/ io/=d ii r+iBr; atqui/ io/=:/iergo/'=diff-t -3 Be, 

atqnc adeo c — , qnse eft -fufatangens fyftematis vulgaris. Series dus 

id, B maxime convergunt, 3 c nullo negotio ad fra&ionm decimaJes rediguntur. 
Quum femper polito eodem protonumero /, logaritbmi eorumdem numerorum 
ia diverlis iyftematibus fint inter fe , ut fyftematum fubtangentet , logarithmi 

liyperboiici ad vulgares erunt ut// — , five ut di7-+-aB:i. 

A 1 S 

• 43. Jam ad logaritbmes bypetfaolicos convertendus eft animus, & ia illis 

invenienda eft bifis logarithmica ; quam ob rem (olvendum eft hoc problema: 
polito non minus protonumero, quam fubtaogente =/ invenire numerum, co* 
)us logaothmus —/. Solutio ex lupradiais eft per quam iacilis . Namqu n fi 

ponamus-^-, feu = i, inveniemus *=/. — I — ^ — I — 

f c a 1.J a.3.4 a. 3 - 4-5 

ntque a deo / -I- x numerus reipondens I f eri t aequalis 

/■+■/. 1 -H — ^ — *— -i- — 5 — H i — &C., quae feries Ustis con» 

vergit. Quod fi quaeretur numetus, cujus logarithmus xquiret 3, 3, aut 4/, 
tum per partes edet procedendum, quemadmodum fupra fatis docuimus. Adver* 
te, in tabulis cum logaritbmorum hypetbolioornm , tum vulgarium protonume- 
rum / aequalem poni unitati . Tabulae logaritbmorum vulgarium coanrn£lae funt, 
Bc abfolutae a multis, przfertim a Briggio, & Uiacquio, qui/ofr^btri lubfidiii, 
quae maxime diflanc a noftrrs feriebus . Tabulae vero logaritfimorum nyperbolU 
«orum defiderantnr. Opttndum effet,ut aliquis hunc laborem fufciperet,& eas 
praeieuim , quz defuut, tabulas per Somputum perficeret, atque communi utili* 
sati in lucem emitteret. 

33. Haec omnia defutnpfimus ex V nerntii Riceati T. i.Opuf.opofculo ter* 
Sio, quod ioferibitur De mu tepiiet logi^ i<bmrmm Jyfttmate. Verum idem Ric- 
catus in ejuluem tomi < pulcjio quarto pa te fecunda contemplatus eft aliud fy- 
ftema loganthmorum, qnoa vocavit an.togos ex analogia, quam habent cumar* 

cubas 
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caboi cticiiUribM. Qfiiim dcuMpf homm logarithmorain vfi» fit ftei|B(att(> 
fimiu, ncc«fTe cft, ut hoc quoque fyfieina accurate illaftremut. St kyfub^M 
zquUatera A F cujus fetmaxis CAar^quem fiauoi totun apadUare 
Viemus. Agatur ejus alVniptotum CH, in quod cadat ex vertice A ordinata 
A K, & quxlibet alia r H, & jungatur C F. Primum demonftrare oportet ft- 
aorem hyperbolicum CAF zqnalem efle fpatio AKHF. Notetur pnnaaa 
O, ubi CF fecat AK. Ex natura byparbolz sequalia fuat reaaogula AKCl 
5 " «qu»**» ««M>t triangula AKC, FHC, qua; funt reaangulorum 
dimidia. Dematur commune triangulum COK, ramanebit triangulum COA 
«quale quadrilatcro OKHF. Addatur triangulum AOF.& fiet Tedor ACF 
fqualis l^tio AKHF. Q.. E. D. 

»4. Hii prxmiilu quemadmodum pofito protonumero C K orietur lyftenu 
logarittamicuffl n Ipatium AKHF dividatur per quamlibet confiantem * ita eo. 
^m modo orietur, fi per conftantem dividatur feftor CAF. Notiffimum eft 
ieaorem circularem divifum per dimidium radii, (en finut totius exhibere uti 
cum ciicuUrcm. Quare 6 dividatur feaor byperbolicus per dimidium femiazis* 
(cu finui lotins, obtinebimus logaritfamos, qui araiflimam analogiam habebunt 
tum arcubus circularibus. Hos vocamus logaiitbmos analogos, quia determinan- 
tur per lemornhypCTbolicos eo paAo, quo arcus determinaacur per fetores dr« 
culares. De his etura in tomo primo f*pe verba fecimus, eorumque finus . & 
cofinus eonfideravimus ; fed in przitntia confiat, quomodo ex iplius hyperbole 
natura nalcantur, quod promtfimus ool fuo loco elTe demonflraturos . Ex hia 

cognofeis protonumerum (yfiematis logaritbmorum analogorum efle f~-~ ; 

quantiutem,quz multiplicata per logarithmos dat fpatinm hyperbolicum A ICHF, 

feu feaorem ACF effe i = .L, reAanguIum byperbol* 4e=il; ergofub. 

Ungens fyftematissr e = -j-=r. Quare logarithmi byperboliei, A analogi in 

habeant eamdem fubtangentem =r; at (yfiematis MIA 
perbolici protonumeros «qualis eft lubtangenti =i r , analogi wo proto3 

■erus s: -L , - 

y, -i ^ 

* 5 ’ " t® fyftemate logaritbmorum analogorum quxras /r , per feries fupra 
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traditas fiuile invenies /p=ar. ^ — i .4. 1^* * 

s/»-*- 1 = 3 -= 5 

. « s.^a-H I 

quam quantiutcm fi demu cz omnibus logidthmis aoaiogis, proveniet fyfte- 
pt logaritbmorum bypcrbolicorum ; contra fi addas omnibus logarithmis byper- 
TOcis; orietur (yftema analogorum. Nihil aliud reftat, nili ut fyfiemat.s ana- 
■gi inveniamus balim logaritnmicam , hoc eft numerum cujus logarithmus z- 
qualit fit protonumero: in expofitis feriebas fadis tum protonumero /, tum 

— invenies **- 
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y'» *•* s.v^a.4.3 

qiUB quMtitu eft t»fij logarithmica fyftematis analogi , feu numeriu cujos !«• 

garitbmus zquat protonumerum ~ . 

■ y/%^ 

% 6 . Poflquam (acis dixinius de logaritbniis numerorum pofitivorum , conG> 
derandum. efl, diligenier, quos logaritbmos habeant numeri negativi^ ne in:cal« 
logarichmico aliqua ambiguiais relinquatur. Redlz Hh, Kk ( Fig. $, ) 
invicem feceut ad angulos reAos,8c dcicribaniur byperbolz oppofux Y £ R, 
Ybr^^' Sumatur protonumerus CD, 8t ducatur ordinata DE, tum abicindacnr 
Cd = CD^ & ordinetur de, zquabit DE. Spatia fayperbolica E D M ft, 
quz initium ducunt a linea DE, quzq: polita fune ad parces K, accipiuntur 
politi va ; ergo logiflicz ordinatz MX, feu logaritbmi numerorum CSl, qui 
majores lupc^procouumero CD, poGtivi funt. Spatia byoerbolica E D N Y hta 
dd plagam oppoficam , & jacentia fuper afymptotum CK negativa erunt; ergo 
ordinatz NS, five logaritbmi numerorum CN <CD negativi funt. Si pro. 
grediamur ultra pun^lum C , & acciniamus numeros C u negativos, liquet Ipa. 
tium faypeiboiicam bCny ficum infn afymptotum Xk fieri pofitivum ; litH 
fpatium EDCH eft negativum; ergo l<»aritbfflicz ordioata, feu logarichmus 
fiet zqualu difiereotiz inter fpatia HCDE, heny. Si Cn fit minor Cd, 
confiat negativum przvalere pofitivo; quare ns ordinata logyfticz, feu loga» 
rithmns numeri 'Cn erit negativus, ai numerus fit Cd, fpacmm negativum z- 

£ aif erit. pofitivo, adeoqoe logarithmut numeri Cd = n. Contra fi numerus 
Cm te|MOr DC, fpacium pofitivum przvalebit negativo; ergo mz ordina» 
fljl«ogy(llty,Jfett logarifbrous numeri Cm erit pofitivus. Abfcinde CurnCN, 
{^£m;^CM. Perfpicuum eft, diflFertntiam fpatiorum HCDE, bCny Z- 
^Hrm e& f^tio EDNY; ergo logaritbmi numerorum CN , Cn zquajea 
aut. Mem dic 4 e lourithmis numerorum Cm.Co, quia difiTerentia IpatTo- 
mm ^ C m t , C DE zquat fpacium £ D M R . Ex nis pacet , numeros ne* 
^icivos eofdem habere logaritbmos, quos numeri ^ofiiivi . Quare logaritbmi* 
m przdita eft duobus ramis prorfus zqnalibus HDX, Hdz. Ucerque accedit 
ad aiymptotum ad partei H, nd partes oppolitas ab eodem in innaitum rc» 
oedit . 

17. Nui^ dicendum eft de integratione earum formularum , in cnjus ng* 
aeratore continetur difterencia denominacoris . Ordiar a facilioribus ..bit. 

mo integraqda formula ejus integrale ezpreftum pet logaritbmos /x,qui' 

logarithmus fumicur infyftemate rubungentit =c. Protonumerus nondum efl 
determinatus; determinari autem poteft, ut fupleat additionem conftantn, 
fieri poteft in integratione. Contra fi difiTereociare oporteat Ik lumptum in ly* 

flemate fubtangentis czr, ejus differentia erit =: . Quoniam docuimus 

nnaero fuperiore cuilibet logarithao doM-fluaitros cosveaire zqoaiCi 
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fed nrara poHtiniiB, «henun negttiraa,niqrco habet etkn pn fwrgru 

le /—X. Rnpfe hujus ^fTenntia = — — — = tAjl ■ Ex his colliee di- 
verfas effe quantitates / — x, — /x* prima habet pro differentia , fecun^ 
dt > czifteate bibtaageBte fyftematis = c . Novi habeie peo iate- 

J irali /x in fyftemate fubtangentis = — c. Verum hoc ryftems divcrfum efl a 
aperiore pntioc, quod habet logarithmos majores protonumero negativos, mino- 
res pofttivos. Idem dicu volo de formula integrale = / ±. (x±: «) 

^ C d ^ ■ 

in fyflcmate lubtangentis =e . Contra integrale eft— /±r (« — x, & 

“^cd^ ' ' ^ ^ 

habet integrale =/±:(4— x in eodem fyftemate fubtangentis =f . 

Prsepofui nunc numeris ftgnum :±, quia vel accipiantur pofitive, vel negarive, 
^m eft logarithmus. Verum deinceps, ut confufio vitetur, integrationem per- 
ficiens fignnm ^ omittam; attamen moneo, memoria retinendum efle, numc* 
rnm accioi pofte & pofttive, & negative . 

i8. In (uperioihm formularum integratione fubtangens fyftematis fumi po- 
terat ex libito, & Itatim apparebat, quasnara fubtangens foret eligenda , ut 
formula evadent (impliciflima. Verum docere necelie eft, quomodo facienda.^ 
fit iniegratm in fyftemate logarithmorum fubtangentis datz . Sit integranda 

formula — -- — in fyftemate fubtangentis =e, quaecnmque fit quantitas x. Ia 
hunc modum diflribuenda eft formula — ^tuni integratio provenit / x. 

Eodem modo de formulis^-^, habent integralia - / xtr* , — / i — x", 

fumptis logarithmis in fyftemate fubtangentis = e.- Quandoquidem ut fuprado- 

■* ‘ ■ ‘ ‘ m , ' • ' 

cuimus, gcneratiffl m/x = / — f , propterea fermulz fuperiores integrari 

^ 1 


.r 


poffunt in hunc modum /- 


., 7 ! 


4 


J 
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exiftente 




— 1 




— 1 


-u /' ' 

/ protonumero. Ez qnlbns fcqnitni forauilae — integrale = pofi*. 
to protonumero /, fubtangente c. 

ap. Satis de quantitatibus, in quibus incognita ia diviforc poteftatem ob- 
tinet linearem. In alns integrandis, ubi poteffas major eft line^i,hanc regu- 
lam fequere.* accipe logarithmum denominatoris ita maitiplicati aut divifi per' 

proionumemm, ut quantitas fubfequcns lignum / fit linearis; ita ba-*" 


bebit integrale in fyftemate fubtangentis =zc acceptum =/ 

r-r.-. M J 
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tt /^protonani*. Retpfe fi hujus «iiflerentism funis, invenies * * * Tdeig* 

4 <*-+-** 


iotcgnln iu Minn poteft exprimi s/y^ac-trxit. Quod cum fuperioribus coove* 

+ 

7 


■it; oira quum fit ft patet 


te dnplam/t/«< 


^ -^/v'44— Jtx, feit f 


X. Similiter — — habebit integrile — L/ II? 

44— XX a f 

'9 


. Eadem ngola tenenda efta ptMci 


V^4 4 — X X 

l^rithmi ia eod«B (yilemate lumpti ad unum redigendi (ent. Iu 

/x—/j> = /^,/x-4-//-W4=fliLf; atque iu de aliis, 
f ^ 

Quod fi logaritbmi habeant ceefficientes prxfixot, coefficientes iotn figaom / 
unatfeiantBr fit coavaruatar ia exponeaics, tum lagarithmi omnes conjuagaa* 


tar 


t .4 * » t 

, at traditam eft. ha — — h/ j 

ja Hau utilitatem allerunt plurimam, quotte^mque tranfitus faciendas 
eft a logarithmis ad numeros, a numeris ad logjrithmos. Tranfitus hic fundae 
tur in Im axiomate: logaritbmi squales habent squales numeros, & numeri 
squales prsditi funt squalibus logarithmis/ quod axioma clarilfime deicendit 
ex geaefi logacitbmorum , dummodo logarichpu in eodem fyftemate fuerint ne* 
cepti. Rem facilem uno, aut aluro exemplo declaremus. Sk squatio 

ifx — ln=z~ -d-/4. Logarithmi ia ntraque squuioais parte fie 

Vix .>5^^ , i. ‘ 

ti ia anam redigantur, ut fiat ; ergo ia£Io tnolita a 

■ ' ,/T 


lagarilhmie ad 


erit s= ex qua provenit 


f‘x’ss: . Vici verln I ex hnc seqaetieae ad logerithmoc traalca»i 

dmtf fit, fiat divifio per /^, at redigatar ad linearem , & proveniet 

* 44», „» 8 44 »,» 

X 4 V . X -f- Jf ,x j4».X-f-Vc 

— ss . . r . M ; ergo / — =z f — s i- five . . - 


r 


9lx = ^ly-h( 




1-41 4, & dividendo per4,a/xs/i^H* — l — y 

f 4 / 

fei — l = — /v'xx4-^;ergo a/x==/^4- 

4 / a -- ■> a T . 


r, « ixx4-i>j>. 


t/4; 


qus 
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tpim cohaeret cum fiipcriorc • Similiter dcu fit tuter logcritbmoc aequatio 

I - - ff X X 

Ix-i-y five —f 

/4. ^ndtftirque ia unum logaritbmit /4J! — 4 = / JJUL^ergo faSo tmi- 

" A 

iOiad aMMMi /. ? — - s= Cm/^A»+-/ s «*V*. j<— /. S »b i- 


ywilaMidloguitlmiM veMs traiifire,diTi4epv f*, ol fi» 

wgo/- *^^ =/ * j! five , 

qu 2 coiiveiHt eum fo»en<>re. 1» hii otnuibus (iippofui / efle protoBumerum, 
cujus logarithmus =e.Sr logaritbmi omnes rejiciantur unam xquationie par* 

tem , nt fiant =•, tunc aequales faciendi funt l/=e, tura tranieunduffl ad 
Bumeros. St i/m*— = fite rcliquifqaa ut fupta para£Ka 

«btiacbii ~ =s - ‘ > -i -/r ' t * ...« -ri ... . 

■» ' ; 

- - • . ; i V :• -r 

' ^ , . r . f» > . • n 

CAfUT SEJTtMVM. 

• V ■ i ', r ■>» • . » 

Dt qtuuiratttra arctili, & hyperbolx /xquilatcrar * 
tdt axes relatae. - i; 


Ut 


eft, f)»eftirt quadraturam folius ciKuli R hyperbolae «quilaterae, u 
formulas inveniamus, qux conftrui pofliint quadratis ellypfi , 8c hyper* 
bola, quia ellypfium, & ceterarum byperfaolarum quadratura dependet a qua* 
dnnira circuli, & hypcrbolse saquilater*: quod ita deraonftro. Sit ellypGs, 8t 
Hpetbola AF,(Fiir. 1 , 1 .) cujus centrum C, nnusiemiaxit C A,alicrCB.Eo* 
dem contro C, & femiaxibus aequalibus C A .CD dekribatur circulus, & by 
patbola aequiiatefa AG; tum a^tnt dwe oidiaataa infiai» pisninue rlFG, 
afg, & ducantur parallelae abIciBSs Fm, Gn. Ex curvarum proprieute EF; 
EG.*: CB: CD: fedreaang. EFme: EGne;:EF: EG; ergo EFme'; 
E6ne;.;CB/CD. Qux proportio quum conflans fit, 8t valeat dc omnibus 
reAangulis infinitefimae latitudinis, quae inferibuntur in curvis, confluitur eo* 
rura lummam effe hi eadem ratione C B : C D ; atqui fuimna reftanguIorsUB 
adattmant areas, quae ad eamdem ordinatam EFG terminantur ■ ergo arca 
AEF; AEGjitem iir circulo BCEF/DCEG:: CB:CD; igitur dati 
arca circuli, 8t byperbotae aequilarcrae , datur aret dlypfis, 8c cujufcumque by* 
pcrbolc . 

z. In cirolo AGDC ». ) vocato AEssx, radio CA=r,crit or> 

- >•' di* 
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diaata EG = \/»x— elmaiitum areae AGEtfeure^ngiiltiaiGEtx 
.Si vero vocetur C E = y,& Ec=: — <<*,eritEG = x/fr— xx, 
'tc drmentam treat AGE = — dtcyjtr — xx, & elementu m arez DCGE = 
dxy/rr— itK. Si vocetur GE=^, erit CE = ^/rr— ,&ejus differenik = 

, quz fi multiplicetur per y dabit differentiam ares DCEG s 
}/rr-yy , 

tx ^a colligitur differentkm AEG= 

, mulas ^ fuperloribus ita licet deducere. 


^tt—yy 


. Has tutem fu. 


ydy 


: ergo 


Jir'<jr t—yy = dy y^rr~yy — 

» yjft—fy 

y Jrr—y ~y + S — y/r r~y y = S -HJL^ ; atqui prodnai Gn in H re- 

yjrr—yy 

Aaogulum GHCE=:j^^rr— are» GHD=S dy yjtt yy ergo 

S . ~ = GHCE-i-GHD = GECD. Speaatis formulis, qu* integran- 

tu/per aream circularem, inveniamus illas, qu* poflulant areas hyperbolicas_ . 
Sit oyperbela zquilatera AG; ( fig. i. ) vocetur CA = r, AE — x, erit 
E G = v' 2 fx- f-x'x;ergo elementum are* AEG, five re aangu 'umG Eeg= 
«fxv/ ar*-+-x*. Quod fi vo cetur CE = x, erit EG = v^xx — rr; ergo ele- 
mentum are* A£G = Wx^xx — rr. Demum ordinata G H , vocetur^H =*, 
erit H G =v^xx + rr; ergo elementum are* CHGA = dxyxx-f-rr" Quod 
fi velimus exprimere aream A G E per reaam EG; b*c fiat —f\ «rgo 

CE = ^i7irrr, & ejus differentia — ~ ; ergo differenti» are* 

yjyy-yrt 

AEG = 


Simili modo fi optas habete aream C A G H per ordina* 

tam HG, qu* vocetur erit CH = v'jlJ^— rr , Sc ejus differentia =; 


elemcntnm are* C A G H = 




y dy 


H* dnz nltim* £oc* 


V. 7 — rr r-», ,... 

anni* et fuperiorlbus deduci poffiint, prout ultima formula circulans. _ 

a. Qpamquam hujafmodi formul* memoria retinend* fuot , ut quicuraque 
ad eas pervenerit, cognofeat, fe circuli, aut hyperbol* quadratur» indigi .• 
tamen fatins erit, eas inquirere, qu* exifaent leftores circulares & nyperbou- 
cos, qui divifi per dimidium femUxis, feu finus totius przbent artus circula- 
ri « logarithmos analogos. Sit quadrans circuli ADB, (Fig. 3*) cujw cen- 
tnim C, agatur ndiiis ^icuraque CD, quzrltur formftia exprimens lettorem 
AGO. Agatur ordi||M DE. Si vocato radio =r exprimendus fit fector per 


finnm 


Digin? <1 b> Googie 


Digiii?i4by Googie 



Digitized by Googie 



e ArVT SE TT 1 MU M. 


95 


fftum wwi AE = x, erit C E = r — »tt DE=: xxjergo tritsgu- 

t.« CED^'— 


femifegtnentum A D E ='S x y^ir x-iAx; 


ffigo CADc= ~ — ^ I , xrx — xx & diH«reiitU ejuMMn 


(tftoris = 


— Jn y^tr x — XX 

a. 


a. 

r — X . Jx 


«x/ifX-xxk 


-+- dxy/trx — xx = 

.JiEt;: 


- t ■ iii Tw ^ ^ 

ixy/trx — XX r — »rX-+-xx.Wx«^ arx — inU^-rr — arx-Hxx.d> 
z 


r*rfx 


a v^arx— XX. 
ergo feftoi C A D s S' 


rVx 


a^arx — xx 


;• , quz diviti per 

^ a y/ hTX — x X ^ » 

f* 


2 v^zrx — XX 

|r V r * 

exhibebit arcumAD = S — - - r Si vero vocemus cofiaum CE=xia' 

V'arx — XX . V .A 


veniemus leAorem eumdem = — il!!+S — dx^rr — xx = 

•«* l . - 3 t 

j 5 j ^ \ ‘ ' • - J ‘ - 

S i. ergo arcus A D = S — . $i vero vocetur flous C E=jt 

a y/rr-^^x - ‘ ^/rr — xx ’*■ . 

iaveniemns eumdem. feAorem CADi^ -\~S — 

j *■- <Jrr—ay 

S — & artum AF=:S — - A* . Si fcftorem,.& areun» iubertrir 

‘i^rr—yy y/rt — yy ' _ 

cupis per ungentem AF = r ^ vocatis CE = x, DE=:jr inftitue calculum 

Se quadrando X'*:jr*/;r*vs*, Se componendo 

• k s s 1 a . s * a rV _ ‘‘ VO -_i’ 

X 4 -y —r gr ;:r 4 -s ! » ; ergo y — — ; erg» 

rr-J-rs • 

* 4 : t 

»* — jf* =r* ^ * - = — » SeJrt^^yy s=-^s:== • Pr«tere* 

■ * . a s a -s - ./rr'*r» 

r 4 - » r H-» V ert r» 





,Sc difiereotiis acceptis dy= 


fdf 

v^rH-re 


r» dr 


r^dt 


r» 


rr-t'/'»* rrHrr»’ 

-e . ~ . 


rj fed fctfor CD A = S*— ergo »- 

a.rf-i-/^ ^ay^rr— jjt ,.. 

dea» fcft*r=S— 1^4=,ex quo artus circularis A D= S qn« fcr* 
a.rr + /s "-t*" 


LltE% 7%JMVSy. 

ffltil* expen eS radialium . Qjtooiam autem fecaos s=j=^rr-t-r> • ifil 
— rr=#v - T. — V : —dt; ugo =— r~=rr» quara fn 


y/ss- 
c *^ds 


rr-t-tf 
t k arcus A D = S 


ly/st — rr 

. Si qusetas aat> 


r*di 


aotCAD=$ 

*t^st — rr ty/$i — rr 

mm quotitatei par cotangeatam, & cofcantem, caldam lormulas invaaiei . 
fcd alt^ (igno — . 

^ Hauc methodum lieqantnt fnm, ut patefiat maxima analogia , quz cft hk 
far cuculum , k hyparbotam . Ceterum multo elegaotiori methodo determiaa»> 
Mr in circulo arcua, & (esores. Agatur- e d infinite proxima DE; Dm fi' 
parallela C A; agatur Cdf, St centro C intervallo CF dclicrilutar minimgt 
arcus Fn. Qooniam rcAt funt anguli EDm, CDd, ablato communi COm 
remanebit COE=:d Dm: -ergo erunt (imilia triangula CDE, dDm; igftar 
Dd: Dm:/CU,* OE. Quare fi vocetur A E=x,erit Dms^Xjfit DB« 

»x; ergo Dd:4dx;:r.Varx — x# , & Dd — - - — , & 

AD = S — varo vocetur CE = x «it Dm = — d». &DE=s 
^✓arx-^x * 

>/rr — xx;«go Dd : — t/x.-.-r:^rr — xx , kDd = ~ ^^* — , k hi> = 
Simili modo eft Dd: dm:.'CD:CE; quare voato DEstjt 


Jrr — XX _____ 

arit dm=:d^, & CE xr^/rr— jtit; ergo. Ddvdjt::r: y/rr-^sj/ , k 
Dd= -p4s^=, &, A D=S-— Pnetaraa cft ' 

y/rr—yif y/rt—gg ^ »s 

Dd/ Fn/: CD = CA; CF ^ 

Fn: Ff/: CA / CF; ergo 

Dd: Ff::CA ;CF^ Vocatn AFssr.erii CFia:l/r*-+-»*; ergo 

tididtiir :r -ht , Dd= — • . Prcterea Fn: fn/,' CA: FA, er» 
Dd : fn::CA :FA .CF.VocataCPsrr, aritfa = ids, lkFA = v^t— vrj 


-S. 


ergo Dd/dt:.r*rrv/rr — «u, k Dd = 


rds 


,&AD = S- 


rV» 


/■»,,, r iy/st~-ns • 

Qa« formulse fi mnltipliceatur per— obtinebimus IcAoiam CAD- 



— D E— t/arx-t-xx: «go triangulum CED = 

Uj-i-*.v^arx-i_x» . , 

“ n ■ * * ADE=Srfi*j/arx4-xx i ergo feAoc 


^ . 


■ f 

%'T o. 


CAo 
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CAD=CED — — S(^x^/ir*4-xx = 

a 

S — ■■ / — • atqui («f^or divifui p«r — r praebet logatithmum aneiogum; 

ergo logaritbmut analogus expreffus per finum xerfum = S .. . — Si co- 


\/arx-(-xx 


finus CE = x , erit DE=\/** — rr, 8 c AED = S</xv/'**— rr. Ergo fe- 


£ior C A D =: 


Xy/xx— rr 


rdx 


analogus expreffus per cofinum =S 


— S^xy/xx — rr =S 
rd* 


I & logarichmus 


y/xx — rr 


Fiat finns DE=/, erit 


CE = y/rr-F^^, & femiregmentum A D E = S ; ergo feftor * 

CAD = — S ^ =S — , St logaritbtnos ana* 

* \/rr-^sy *'</rr-\-yy 

T dM - ‘ 

logus exprelTus per finum =S — - ■ * ■ — . Si ex'pun£lo A agatur AF paral* 

Ii ' . 

lela fecundo axi C B , vocari poiell A F tangens ^perboiica . Exprimendus eft 
liedior CAO per ungentem. Vocata tangente AF = r, cofinu CE=x,fi. 

nu ED = jf valebit proportio x ;r:r ;ergo x •^:;r :t , & dividendo* 

. * ^ a » 

aiiizix t r/-t»t f t 

X —n —r :n i:r — t it ; ergoj = ,8cr +/ =r -i 

z t t t 

a a •' — » »■ — # 

. & fadU diflferea* 


z z 

r — t 




r/ 


— Praeterea = 

yjTr~t* \Jrr — $t 


tiatione dy=. - lAl— 4 . 

^rt—n 


r^dt 


r^d^ 




. Quare S • 


r’dy 


ay^rrH-^j . 


tr — tt’’ rr — tt^ 

— feflori CAD, & logarithmus analogus datus per tangen- 


a.rr4-r» 
tem S —LiL 


. Ex pnn£lo B extremo fecundi femiaxis agatur BG paraU 

rr — tt 

lela primo axi, in quam incidat CD proda£h,lt opus «ft, in G, BG per a. 
nalogiam ad circulum vocari poteil coungens , quae vocetur = ^. Ex triangu* 

lorum fimilitudiae eft f:r::r:z: ergo /= — , St dt— — - — , & 

4 ^ 

r _ r r — — rr. i.:.— ~ dTj 


rr — tt = rr — — = — . rr; iguur 


Tom. II. 


Vi Vi 


N 


rr — ff — rr 


. Qeare fe* 
flor ' 




/ 
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flor C A D — S I ^ ^ logaritiimu» analogus — S fl\ ■ 

f.K.— r r SJ.Z — rr 

6 . Podquam formulas exprimentes arcus circulares, & logarithmos analo- 
.gos exfxtfuimos, opportunum videtur, «afdem quantitates convergentes fo- 
nes cxhibe/e .. Formula diifereotlalis arcus circularis exprem per finum reitani 

T'd V 9 

eft hujufoHMli Evolvo Tn feriem formulam ■ , five 


y/rr—y.t) 


r. rr — yy 


^ & iaveniA 


ar a .i.a.r 

• •. 
igitut 


<s 8 

4 4 * 


^rr—yy 




a.i.a.j.r a'.i.a.).4J’ 

, feu difiocentU aecus circularis erit = 
tf , 8 


5 *o 


dif + 


y/ rr—yy 

y dy ^ t. ^.y^J y dy dy ^x.-i^.f.ti.y^^^dy 


&c. 


*4J «4 >T *o 

ar a .i.a aa,.a.3r -- a.i.a.].4.r a u.a.j.q,^^ 

igitur fa£ia integratione fine additione ttwflantis, quia evanelccDte linu / de> 

■' ' ' rdy 

bet evantfcere arcus, fiet S — , feu arcus circularis = 


yy 


9 t« 

T.j ?.7f I »-?-5-7y-i/ 


&c. 


iL ■ i. 4 *■ J 4 *■ 4 8 ' t *® 

a.jjr a .j.a.5^ a .i.z.j.7',r a .i.a.}.4.9.r a .i^.3.4.5.ii>r 
feries hsec maxime convergit, & ntilis eft inveniendi? arcubus quadrante mino- 
ribus. Si ponas y~r, habebis quadrantem circumferentiae — 


«. a- 4 - 


- 1 - 


I .? 




»• 3-5 


+ 


• 3 -S -7 


-+■ 


1. 1. 




"a*.i.i.j a\i.a.3.7 a\t.a.3.4,p a\i.a.3.4-S*‘t 


Si vero ponas y=- 4 =, obtinebis dimidium quadrantis = 


x/ 


a~l" 




/ 1 ' 4 ^ ii 

V* , % .X Xol.^.).7 X J-x. 3-4-9 » 

Si arcum qusras per cofiaum, cujus ezpreffio efl hujuimodi > cxi« 

' y/ 

tente cofinu =x, qua eadem eft,. ae expreftio: per finum figno mutato, eadem 

peragendoi, qua fupr»,inveotes — ~ '' n , feu diSeientiam arcus =; 


y/ rr—xx 


8 . 


l 4 ® %* 

j.^._ "di* I. q.y dx . i.x.y.x J» i.q . 7.X d« ^ 

. I 4. j 6 4 ^ 

a.i.a.f x.i.a.).? a.i.a.4.4.r 

Hac ita integranda eft, ut ia& x = r« arcus nuUefeat. (^propter proveniet 
Bicos cireniaifo 

# -t- 
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r •+• 


4 - 






ku 


» ? 4 

%,} i ,i.i,f »«i.a.}.7 ».i.i.j.4.f 

} T 7 9 

X i.j.x __ 1 . . f, X 

11 4 5 «4 

i.j.r ».x.x.5.r x.i.x.j.y.r i.i.a.j.4.9 

^ W 0 

7. Formaia iogarithoii analogi dati p«r finnm — eadeia e(t u 

formata arens, dummodo fignum mutet quadrato j/i/. Itaqut eodem modo tra> 
data eamdem fericm producet, fed cura fignis alteraantibus, ut logarithmus a> 
naicgus fit = . 

_ Jf] . i .j./ s.j.S-/ I »- 3 -S- 7 -/_a.?-S- 7.9..y'* . 

^ 4 t *'■ 4 9 j 1*^ 

a.).r a .i.i-s-r a .i.i.3.7.r a .i.a.}.4.7r a .1.1.34.5.11^ 

qux, iada dabit logaritbmum analogum , -quam e}ut finns aequat fianoi 

totum. Si evadat y> r, feries poti terminos pluret fpecie convergentes evadit 
divergens, atqne adeo inutilis ad valoreiii logaritfarai inveniendum. Ut hoc vW 
tium vitetur, lumendz iunt lenes inverfo ordine, ut r numeratorem termino» 

rum conftituat,ii denominatorem. Uoc modo evoluta in fericm ’’ 

- 1 


-Hr» 


five r.]iy-+-rr , obtineo 

I ‘ I 7 9 ' If 

r . I .}.r 1.3.5-e . f 

H 1 ' - t t 7 ' y J it 

a.i./ a .1.1» 1 .i.s.3.7 1.1.1.3.4.31 1,1.1.3.4,5.31 

ergo multiplicando per proveniet — 


it — dn _ d9 t.3-5 7 r^djf g^^ 


i Si 74 9 S s 

i, 9 t.i.t .9 1.1.1.3.31 1 .i.i.3.4:9 1 .t.i.3.4.5.^ 

igitur integrando non fine additione conflantis, fumptifque logaritbrais in fyfl> 

mate , cujus fubtangens =r, iiet S ^ - , five legarithmus analogus := 

y/99 + r* 

i S T b II , 

r I. 3 -V t . 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . r 

1 1 4 ' i d 4 « ' 5 IO 

1.1.J 1 .1.1.4.^ 1 .I.l.3.d.p 1 .1.1.34.2.31 1 .I.a.3.4.5.10.31 

Licet quantitas bsec debeat nullefccte , (ada 7 — 0 , tamen luppofitio hzc etTet 
omnino inutilis, quia redderet omnes terminos infinitos, neoue poffemus deter» 
minare cenitantem lA. Verum qnum per primam feriem tabeatur logarithmut 
analogus, eziftente finn =:r, fiat 7 =r, & hzc formula illi zquetor, « pio^ 
veniat ir — lA =’ . • 

V 1 .3 .» [ i.j - 1.3. S. 7. r ■ 1.3. s. 7»9‘7 t.3.5.7-7.ifJ 

' a .1.2.4 1 .i.a.3.tf a .1.1.3.4.8 1 .1.2.34.5.10 1 .i,i4.3.5.d.ii 

Na —f 
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loo 


LIHEX 7 KlMVf 


— r + 


i.J.r 




I. s . 7 . r 


. 4 . -iilrliZJLL — 


4 *5 

a .1.1^ a.a.a.3.7 «,.(>>.3^4,9 >,.1.1.3.4.5.11 


I -3-5»7»^ 


. II .r 


&c. fiv* rtd«£lii terminis 


a .i.a . , » 

^ ^^ 1-4-3 .r 8+9. 1.3. 5.7. r 


a. 1.3 


1 1 . X .4.5 a . I . a . 3 . . 7 


. I . a>3 . 4. 8 .9 




a . i.a. 3 . 4 .S>>o.it a . 1 . 2 .3 .4. la. 13 
five logar ithmus analog us z=.ty — h—r 

a-t-3- r _ . 6 + 7 .t.j.%.t 


a. a. 3 


8 4-9. « .3. S .7. r 


^ •S*a. 4*5 ^ «I.a. 3*^*7 ^ . 1 . a. 3 . 4*^*7 


10 -f-n. ?«y -y -»" 

a^ I. a. 3. 4. 5 . 10. II 


&C. 




i. 3 .r 


i.j.S.r 


1.3-S-7»’ 


'11 4 

a.a. ly a . i.a.4.9 

II 

1 . 3 . s.7-7.«> 


a .1 .a. 3.^.9 


4 „ « 

a . I .a.3 .4. 8 .y 


— &C. Logarithmos y, & r potes fumere in fyftemate 

a . 1 .2.3 . 4. 5. IO 

cujurcumque protonnmeri » dummodo fobtangens ~r ; fed fi fumas logarithmos 
hyperbolioos, in quibus protonumarus =r, & lr = 0 'y formula fit aliquanto 
fimplicior. Quomodo autem per feriem hi iogarithmi inveniendi fint, traditum 
cfi capite fuMiiore . 

8. Similis j fed aliquanto expeditior cft calculus» fi per cofinum quzratur 
logarithmus analogus» cujus expreffio difierentialis eft -=====. Nam fi e- 

volvatur in feriem ■ 


^ xn — rr 


^ xx—rr 

» tum multiplicetur per » demum integretur 


addita coflante» invenies S- 


rJx 


z=lx—lA 


y/ XX — rr 


l.3.r 


«.J*S»r 


«•?-S»7-r _ 

22 4} ..44 8 

a.a.x a. I.a. 4. X a.i.a.3.d.x a . i.a.3.4. 8.x 

II 

— ~ 3{g. H*e debet nullefceie, b£la x ss r/ ergn fiet 

a .1 . a. 3. 4. 5. IO. X .X 

S — =*== =/x — fr , , ' 


^ XX ■ 


■rr 


■ 4 - 
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*•* a\i.a.4 a*.i.a.a.tf a ,i.a.j.4.8 a .i.».3.4S*‘o 


i.j.r 




i. 3 .S. 7 .r 


1.2. X* a\i.a.4.x* i^.i.a.3.rf.* a .i.a.3.4.8.x • 

u ~ . 

1.3« S- 7 - 9 -*' Harum ferierum ope licat (caper determinare lo- 

5 IO 

a . I. a .3.4. $ . lo.x ... , j. , . r a. 

gariibmum analogum per cofinua. Duo logaritbmi funeodi fuot in fyne- 
mate fubtangentis =r. Quod fi facit* protonumerum == r, evadet tr = o. 

9. Qux formul* exprimunt arcus circulares, & lo^aritbmos analogos per 
tangentes, omnium funt fimplicil&mz » quia carent radicaltbus. Formulas inu- 
t , 

nam coUigamhocmodo— i fignum fuperius pertinet ad arcum ckculi, 
rr.±tt • r ■ c 

iuferius ad logarithmum analogum. Si formula convertatur in fenea nt — 

rL*. -■ &e.,8c ftfla integratione' nulla additacon* 

t 4 • 6 J» s 

r r r r f jf 

liante,, quia debet nullefcere polita /=0» habemus ^ — — 

f _1 -f- — ■:+ ■— - 4- — 5 &C. Si liat e=r, feries lignorum infenorura^ 

7 ^ 9 ^ 

in quibus nulla eft alternatio, valorem acquirit infinitum ; logaritbmas enim 
analogus, ubi f = r, infinitus eft. Series vero linorum fuperiorum, & alter- 
nantiu m fit aequalis dimidio quadra ntis^ Qparc integrum quadrans circuli = 

ir.i— — -i--i — ^ ^-&c. Serie* b*c lente admodum convergit ► 

Quapropter juvabit contrahere terminos, fafia vicinorum fubtradione . Si iiv.< 
unum contrahantur primus & fecundus, tertim & quartus, atque ita deinceps 

feries fit er. ~ — + — -i ^—&c. Quare quicumque accipiatur 

in hac ferie terminorum numerus, femper quadrans circuli major erit valore, qui 
invenitur. Contra fi in unum jung antur liecun<ius& tertius, quartus 8 c quint us, atque 

ita deinceps feries fiet ar — 4*. - 4 — H- - 4 — •+■ -I- 

3-S 7-9 11.13 iS*‘7 

Collige in fummam quemcumque terminorum numerum , quadrans miaor ent 
valore invento. Quamobrem fi£io in duabus feriebus of^rtuno computo po» 
teris verum valorem. quadrantis conftituere inter duos numeros, qnl inter fenon 
differant nili quantitate quacumque data minore. 

lOk. Alia quoque metbodo formulz propofiiz i» ferient: convertuntur,* a 4 > 
thodnm paucis aperiam» Ferfpicuum eft . . * 
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rr-hff 
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_ +12S 
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. Fut/=i, y=i 


rr+»» p.rr-\-tt rr-^tt' 

9 i omnes tenoiai ducantur io rr^ & orietur 

S = -ji^4-aS!lIf^.F.a.^ = 3,y = a,erit 


rr-i-t/ 

1 ^ 
fi 


rr 


■ftt 


rr+tt 

3.rr -ftt 

/t*dt _ 

/1' 



rr-t-»»' 

5 .rr 4 -ss' 

1 6 

r t d $ 

» 7 
T t 

4 ' _4 


rr -i-ft 

I 

~3 


* *j 

a.t c <'■* d t ^ 

— S . S«/>=s, 9'=3 


rr-H/r 
* 6 

a, j „ r f d t 


-f. 

S 


Sit /> = 7. ?=4 


rr-+-r/ 


= iis 
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rH-/r 
r t d t 


, at^c ita deinceps progredi- 
cado ur<)ue in infinitum. Q.aate,opportonis peractis fubftitationibus, nanclfcemut 


/‘dt 


i 

r t 


rr-f-r» rr-i-tt 


rV 


X M 
a .a r t 


3*S 


5 t. 7 

a .a.3 r t 


-3 3*S-7 


&C. 


rr+r» rr-t-se rr-t-ia 

Itaque fi ponas *—t, invenies cirtomferentise femiquadrantem = 

— + — 4- 2JL- + -idiL + - **j-* ~ quadrantem 

a a. 3 2.3.S 1 . 3 -S -7 ». 3 -S- 7-9 

=: r 4- — 4- — 4- ULl -j- liil-t*’ &e. qu* convergit aliquanto 


3 3-,J f*S»7 i.S-7'9 

obtinui 


magis illa, quam fupra obtinuimus. Eadem methodo invenies 

a,. a - za t as 3 

g r dt rt _a_ ' 1 1 ^ a .e r t a .1 .3 

rr— rt ~ rr — ti 3’ a 3 *S* -3 3 *S- 7 ’ 


^ 7 
V r 


-tt 


rr — tt 


&C. cum aiternatitme lignorum. Fer has formulas data tangente io« 

■» 

rr — as 

venies arcus circulares, 8c logaritmbmos analogos. 

II. Nunc determinandi (uot finus, cofinus , & tangutes per arcus circu- 
lares, & logarithmos analogos; quod problema etiamfi difiic|lius videatur, ta- 
men 000 ineleganter folvemus adbibito theoremate, de quo loquuti fumus Ca^ 
tibus. In tormuia II, & VII luppono unicum ineilen- 


4. num. ao, & Icquentibus. 


tdx 


gnum fumnutorium ita, ut utraque hanc formam accipiat S :t ' — = ^ i 
* lignum 
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fignum fuperius pertinet ad zquationem II, inferius ad Vli ; igitur faSa dif. 

ferentiaiione it =zd\t feu = quam integremus cum ad- 

ditione conftantis, ut fiat = Si valeat fignum fnperius , b eSe 

poteit cum negativa , tum pofitiva , propterea fi fiat a6 = jtrr, erit 

j. • . j j iid» , sdz 

j*x rrrr = ^'?^ex qua exoriuntur dua «»= , du— - ;gr 

x/xx-Hrr y/xx-—rr 

guibut confiat » efie logarithraum' analopm datum, in prima p« finum. =x, 
in. fecnnda per cofinum =x. In utraque valet 

A ^ di. ^ .Ai—. 4 - — di — - &C. 

ar a.a.q.r"* 1,3.4. s.d*r- 

B n* , B u' . Bu’ p, 

BnH 4- 4 2 ^ 

2.3 r. 1.3.4,$. r i. 3 , 4 .s.d. 7 -r 
Si valeat fignum inferius,, ut vitentur imagin aria, tpo fitive accipienda eff/quare 
pofita ai = rrj^fiet rr — = & ±^/ rr —xx — x^. .^quatio itaque o- 

rietur du = — , in qua u eft arcus circularis datus per finum =x, fi 

y/rr — XX 

ftrmula affefla fit figno +•, datus per cofinum =:x., fi fumatur fignum — .. 
Invenitur autem >ez theoremate 


if. — 


1.3. 4. r 


2.3.4-. $.d ■*’ 

„ 7 


—Si. Si — -js,. 

a 4 „ < 

a.3.r a.3.3^).r 1.3.4. «.0. 7. r 

aa,. Ad' determinandos coemcientes /d , B ,, ad vertendinr efl , fi x denotet 

cofinum , pofita u =0, efiie x= r , — =0, fi vero x exprimat finum, eflie.ii> 
dx d u- 

»=o, -7^, =1; ergo colliges pro cofinn A — fy B=.ej pra finu autem.» 

Q U' 

id=o, B = i. Hie determinationes huiofinodi feries fuppeditant 


C^.i* =r4* ■ 
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1 j. Cofinui hyperbolico addatur, ac detrahatur finus hyperbolicut , & ict 

* I J '4 » 

C^.« f A.«* =rT±» *+*“ — J J — 1 *“■« 

i. 3 .r a. 3 . 4 .r a. 3 . 4 .S>r 

quz feries, quum indicet numerum, eujus logarithmus byperbolicus =u,con> 
itat C A » -± J i6 » *quare numerum, cujus logarit hmu s byperbolicus =M.Quod 

li, muUiplicatt expreflione finus dreulari* per v/ — 4,e*dem fiant operationes, 
proveniet 

t 5 ; 4 t . — - 

Cc.U±yj—\.St.M-=f'±my/—l — ~± J -± jjSO. 

a . 3 . r a. 3 . 4 '*’ M J-S-*' 

quz feries oritur, quotiefcumqne in fuperiore pro u fubdituas u \/ — i . Qua- 
propter Cf.oZ*'/— 1. Sc.u zquat numerum, cujus logarithmus hypetboli- 
cus eft quantitas imaginaria , nempe u yj—i . 

-• 

14. Si polito i numero infinito, binomium i Z± Revolvatur in feriem fiet 

tu >'• u^ _^_ i.i — i.i— t.i— 

,ri ' .3 5 -4 4 

' a»r a.3.iV* a.3.4.1 r 

atqui quum i infinitus Iit numerus, erit i— i, « — 3 fcmper — 0 

ergo fiSiz fubftitutione, & opportuna divifione, h-bebimus 
i 13 4 . * 

1 i± — =id: — 1 — &e.; atqui 

«' if f* 1 { 4 t 

* ^ ^ ».3.T So3.4«r 2. 3.4. s«r 

i 

Cb.u-^Sb.M r . Ci.if±Sb.M . » 

hzc feries = — - ■ — ex num.fupenore;ergo =t:r— • 

f f I 4 

Quapropter ex combinatione lignorum 

iTr, a+R- ( * - R •' 

ja $ f $ f f 

— 1 - . • 

ratione fi evolvamus in feriem binomium i — — -r^ i inveniemus 

, ■+ "\/~ * !f_ — * _i_' !f — rt — — i-&c.,quz feries 

* ~ a r 4 s 

ar 2,3. r a< 3 * 4 'i' *- 3 - 4 -S»a' 

— — — 

, Cf I. Jc.» Cf.w±y/— 

quum zquet ■■, onttur — ^ ^ » 


quum zquet ^ ^ " , 0 

ex qua ob ambigua Cgna inveniemus 
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Quz expreluonct, tametfi omnes involvMt qnintitatem infioitiio i, tc' 
quxad circulum pertinent, etiam quantitates imaginaria; tamen qujum inventus 
fuerit earum valor finitus, & realis, maximam in calculo habent «tilitateth 
Haec defumpfimus cx Vincenti) Ricuti epiftola fecunda ad Jofephum Stuxium’ 
quz legitur in ftimo opufculorum tomo op. fexto. ^ * 

15. Quum inventus fuerit tam finus, qnam c^nus per aream dicnli aut 
-logaritbmum analogum , facile eli determinare tangentem ; eA enim cnfuuu* ad 
finuffl , lirati finas totus ad tangentem; ergo tangens divifa per linum totnra 
sqnaoit nnum divifum per cofinum. Itaque 

* J 7 


Tc.u 

r 


H 1 :: »- 
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a.3.r a.3.4.5.r 
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dee. 
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a . r I f 

■ *-i. 4 ,r a. 3.4.j.d.r 

H*e fumciant de feriebus exprimentibus quantitates circulares, & bypeibolicw. 

Id. Reliquam eft, ut declaremus quibus nam Curvis ufi fint fcriptores ad 
quadrandum circulum , & hyperbolam , quas proande quadntrices circnli , St 
hypetbol* appellavere. De logariihmica, & quomodo ea deferipta quadratur 
byperbola, di£lum eft latit capite fupe riori. N unc de ea , quam vocant tra« 


Aoriam, cujus zquatlo dx= d<)yj rr yy 

3 


Ut appareat , quomodo curva 


hac fuppolita hyperbole quadratura conflrnatur, fiat <<J — t , ex qua 

'-ia »ix . r ... ■ 

— ~ — — 1 « formula in hanc convertetur 

a — 

— J7rr^ * "fi* iategrando faAa terminomm trtn« 

fpofitione n4-z=S— . Summatoria hzc exprimit logarithmum analo* 

rr—T? 

r m, cujus tangns = exiftente finu toto = r. Quapropter femiaxeC A rrr, 
Fig- $. ) deferibatur hypcrbola squilatera A D, cui ducatur tangens A F, 
di ducator quzlibct CD; erit logarithmu analogus fcu fsAoi CAD divifus 


|0f XI TT^IMUS 

^ ^1^ 

per — CA=S — — voeita A F = s. Itaque eodni i^io CA delcriba 
*’ • - 

quadan teai circu U ALM. Abfcinde CI = AF=^, 8 t duc oidiaatanL. 
rL = v/rr — Due radio CM parallelam LH cqualem logarithrao a> 
ualogo. PuqAuffl H erit ia curva qussfica. Etaoiai du^ HK poralleU CA 

'. . . I » * . 

voeatur CK = x. Habcbiauu LH=x>i-z =s — , 8c dificmitiando 

s . , rr — x* 

t • * t • X 

d*- 4 -d^= ■ ■ , fivu Jh s: — ^ ■ = - — ^ ^rr— yr-. Curva ia 

^ ' rr — . «"r — il 

panfto A incipieos accedit ultra quemcuiaque limitem ad redam CO,quseft 
ejin a'ynptotum/ habw-t przierea ad aiteram partem rtibe AC aliooL cm 
mum prorlua Jtqiialcm, & limilem ramo AHO. 

17. Perlpicuum j<m eft, quomodo hyperbola asquilatert quadratur dcfcri» 
pta tradoria. Sit faypcrbola Ai)^ cujus lemiaz s CA. Ad eamdem CA da» 
licribatur ttadoria AHO, cujus afymptotum CO eft normale C A. Radio eo» 
dem CA defcribe quadrantem ALivl. Abicinde in radio CM redam C I at» 
qualem tangcnu AF» aft ordinatam IL, d cx pundo L redam LH paral» 

lelam C O . Eli L H logarithmua analogus ; ergo redangulum ex LHiu — C A 

a 

zquabit fedorem C A D» Ex pund's A , D in afymptoiuin hyperbolz ducan- 
tur normales AP, DQ,. Sedor CAD zquat quadrilaterum AFQD; ergo 

hoc quadrKaterum mixtilineum eft zqnale redangulo ex LH in — CA.Da- 

a 

catur circuli radius CL, cut fit purallein HN, quam fuo loco demonftrabi- 
mus efie curvz taogcn^em, erit CN=^ Lri ; ergo przdida fpatia byperbolica 

aquant CN in — CA. Qpo pedo per inlirumentam organice delineentur 
a 

logarithmica , & tradoria alias declarabimus . 

id. Super circulo ADB (Fig.i. ) intelligator conliitutus cilinder redus, 
quem per diametrum ACB in feca , ut planum fecans faciat cum bafi ci- 
lindri angulum femiredum; dereribetur ia fuperficie ciliodri ellypfis AEB. 
Perpendiculares diametro ACB agantur CD,HF;&ex pundis D, F nor- 
males bafi agantur DE, FG, quz incidant in eiiyplim. Propter angulum fo» 
niiredum , quem planum fecans facit cum bafi , condat redas DE, G F z- 
quare lineas DC, FH, que fune fimis artuum AF, AD, His pofitis ezten» 
datur in lineam redam femicircumiereatia A D B , & fuperficiea ungniz com- 
planetur, orietur curva AG EBF ( Fiy. 7. ) cujus abfcilfz AF zqu*nt arcus 
circafann, & ordinacz FG zquant eoruot finus. <^nrva faze ib aliquibus vo<r 
cata eft ungula cylindrica, fed plerumque nominatur curva finuum.Hzc eadem 
eft curva cofinuum circularium, in qua fciiicet abfciftz funt arcus, oedinatan 
oafiaas. Nam divifa AB bifariam fn D, fi FG eft finuS arcus AF, conftat 
eamdem FG efte cofinum arcua F D. Deferipu bac curva, quum habeatur re-, 
da zquatis arciii circulari, perfpicuum eft, quomodo per hanc quadratura cir*> 
culi obtioe^nacl Curvz zquatio invenitur milio negotio* nam vocata A 

FG=»:eritdy= — — . fi vero fiat DF=xeritdx=:-^-i^—. Ne putes 

yjrt—ny ■* y'rr— yjl cot- 


CATVT S E7T 1'^MU M. 


\ti 


curran hanc conftare Ma parte AEB, fed ad iitranque partes procedit j«\_, 
M,N,& inira AB fomat partem limilem A E B, tam afeeo^t fapraABfem- 
per caormaiu partes fimiJes, & canales, at<)i>e is. ia infioitom,. plenas 
(ecans cyModraii faccrn cum ejas oafi quemlibet angulum oriretur curra cujui 
«dijaatz B«n eSent quidem fiaus, 5t cofinui circolam, led ad Ims ^ 
Kriint proportionem . 

Q.aemadmoduffl fpcfiantnr cnrec fiMum,3c cofinnam circularium, im 

potfuQt curvrn fiouum , & cofinuum hyperboHcorum , in quibus IcUicet 
ablciUz cquales fint logaritbmis analogis , ordinatz vero eorum tinibus autco> 
balbus. Earum zquatioacs erunt, vocatis abfeidis =*, ordinatis =p. 


dx = 


r=rid* = 


Progieffos curvarum fit AG, BH 


C f g. 8 ) in qmbiM AB zquat finura totum, AF logaritbmos analogos, FG 
«otuni Imus, FH coftnus. Verum harum curvarum non Ita facilis habetur dc* 
Icr ptio • qua de re ad quadrandam byperbolam fatius erit uti logarithmiciw, 
«ut Uadorta . ^ quadrata bypetbola , curvat finuum , & coGnnum bypetboli- 
eorum, determinar.s pnn^ quoiquot voIumu, coofirunarar. Utrsqne autem 
curva przdiu eft quatoor ramis fimilibus, & «qualibus in infinitum receden* 

'S'* qu* curva propter infignin ejos proprietates t— 

«ometris ef» nobriitsti. Ea itt deUr biibr. Tangat eireobis G H K line-nu. 
I- n * Pondum H in tfus CMUuflrftreatii «fixum p^um ftem 

I ^ eiecuM', s fi^nto edRuaHermfte >*n^ 

teMave Ic ae»i^^« puB« , r.a*©E. In boc mMU pun««m Hdull. 

cun^ DHBB, Ut laiura <dPv« p«vlhit ; ennctpe cirenhibi venifib 
W Mcum bHK., dnm pundum deferibens efl ia -H. Huiurce attuli duc dia- 
B •***tf*dl«or circulus , donec ponaum H 

remotum e* « reaa t>€,ejufque pofitiofit A Fa 
pamlWam DE, iFtss idcef^» Vl 

tota AF B in F. Agantur chorde HG,FA. OiKiniam mcus UG,.TA cim 
tartorum xqualium intercipiuntur &irptca1T«4s ero 

|o tum chorte HG,FA,tum anguli HGK,-F A B cquaki aunt;ergoibor- 
77 , ” ^ zquales, fc patallelz; igitur qnadrilaterum HGAF em psral- 
Mcgrammin . Jam vero, quoniam femicircnmferentia A F B fc/« appKeavit fueert. 
b»o^lin« DA, eidem erit seMalis; fed eadem de cauffa arcus GH , fcu iU 
* * r *quat teSkim DG;ergo deducendo, ircus B jp crit'zqualia xA 
f » G A zquat H F ; ergo FB atqustTTF, «H ^itfceps ^ 
ffVMHPa nimirpm fi luper aze-AA dnteipts iumUcutCir cirenius 
j 9“»cumque HI parallela bdfi-DE, intercepta H rinter cytlol- 

dem & urculi circumferentiam sequat arcua. i^ B . OcfciiptU' itaque- cvcloidc^ 
tafcnli qudratns obtinetur nullo negotio . 1'' j" - 

^ iuvdpta preprUtau aequationes epe^it exhibeamus^ VoMtnr B l=9c, 
«it ex natura cirnli FI — ,/»>» , x..rTDTBtr— c rde 

rdx 


quam HFc=»F, fivt HIs BF- t-Pl eritp=S 
ex, feu diBcsatilt acceptis 

O a 


yarx — XX 


dM = 
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. rdx-^jK %r~-x,dit dx^xr-*^ 

, -^r-=— 'r y—.i^= — y . — -- = = — — = — , qus efl zqui< 

y»rx — XX v»r »« — XX \/%rx — xx ^x 

lio & vocM G I 3= >f , eiiftente C centro circuli, erU 

dv 3c — ^ * . Pcmnip fi Al=if. fiet dt=i ZldJL^— . Cunr» hac 

yjr — x 'ijxt—x 

ffogrc4i»r ad utmmquo pmem linee DE per M, N,& eflbrmat iafiaiuspui* 
tes squales, dc fimilcs D BE , omoM litat fupra liacam DE » 


^ w ' C dl VT Q CT tA V U M. 

» i ' ■ 

j. . <; .^De integiacioDC fra£lionum ratlonaliuni-, 


• 1 . T^RaAioMa rationales eas dicimn, in qnibns differentia variabilis nultlpli» 
> S «Btnr, Sf dividitur por fnnfHonem rationalem ejuTdem variabilis, cujut 


I r 

aipdi effiet 


t s * i , 

X +SX — aa* — a ,dx 


4 ’ i 

x-\-xxm~r» x •+-ia's-t-a 


a a 


— 2 Huii|l(ao 4 ^ A>ti4nlai->perlficaum 

i<u^r '• 


A dividi poffie in pluras, in qnibna potaftu variabilis duAa in dlffcmttam* di- 
viditur per iiiodioocni sationaleaa ,* qnare qni has noverit integrare , omnes fra- 
Ciiooes rationales parites inteuabic. Qpotiefcumqna divifor relolvi pMeft in &• 
diotes. reales aut primi, aut Mcnndi nradus, affirmo formulas integrari ant abfe> 


Itttc»; auti ialtem fuppofita citculi, & byperbolst quadratura. Quomodo autem 
fluccs fon^iioBes rationales rafolvaatur in fa£Uret i^es primi, ant fecundi gra- 
dus, docnimos in prima temo, & diximus non temere fnfpicari nos, omnes foii- 
Aioaea rationales codena modo nfolvi poffc . Ut propoGtionem dcmonftrein grn^ 

^ X * w ai 

datim progredior. Ex cap. d. conllat— — integrari per logaritbmos , fou fappo- 

* j 

fita bypcrbolat quadratara, ejufque fummatoriam = — f JH-«exiftente r fyfte- 

» di X I ^ 

■««*■< fobtaiigciue;fimiltter S — — /xrt«,quse formula a foperiora non 

* — J f tf A 

cft'’divar(it, una enim in aliam mutatur ff aut tr, ant u , ant utraque neeative-f 
accipiatur . Verum ad evitandum logarithmum quantitatis negativae lormiiln 

i^^-^,qnnm x<4,itn feribatur cujus integralis erit :± ta~x. Ad fupe- 

* — * ^ , • a X 

it 

•aorem foducitor formula . Nam (i fiat continua divilio , ‘donec exponens 

a — £ £1 

jinmemtocisfitsm,ninttbiturinlaquaoteniK dx-~4x 




■ "v 

' a dx 


^ ! . . t 1 

, fignum 4- salet fi » fit Bnmems par, lignum — fi fit impari Formu- 
Iz .Hventx termini omnes fnnt a)gabiniceiaiegralnUs,cx<«ptoaIdnioiqol dnpcit- 
fiet n logvitbma.fiaiilU laetiiedBS vnlet ia formula — iu ^I^ 


X . X-^-4 


na- 
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^ tum fiat iiTifio cominua , donec expoocns » in d<;noiq^ 

d»~ — ' 


, * - - 
naton = « & formula ia hanc mutabitur — 
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4 - 
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A» Ak ** “* * '-V- 

Jii — ;,figBum fupciii» valat fi a fit imjwa,iafetuis fi fit par. In 

4» s. “-t-a ' '• 

bac omoei termini fiint algebtaka iatagrabiles,!! duos ultimos excipias ^^uide* 
pendent a logarithmit. , > .< 

9t d )t 

s. Tranfeo ad formulam , in qua m.a funt numeri integri , & 

m ” • 

o ■ . x-*-4 - . ^ 

pofitivi . Ut formulam ad integrationem perducam , utor methodo fubftitutio- 

^ f -9 — a” 


nis, ponens — quz 'convertit formulam ia banc 

dy. «ady . n.n — i m dy _^ /dy 

a ,w— »4-1* ’ ni 


: valet -f> fi » 'fit 


.f» — » m— »4-1 a »w— »- 4 -a 

9 f 9 9 

par,vakt— fi .a fit impar. Si mrrn-t-s primus terminus integratur per loga- 
ritbmos, mliqui omnes funt abfolute integrabiles. Si in=i, ultimus termmua 
a logarithmis dependet, reliqui algebnicam integrationem recipiunt Si valor ns 
medius fit inter »+i, i, aliquis tersiiiwt medius inter primum, 8c ultimum 
dependebit a logarithmis; fi vero >»>»4-1 omnes integrabiles funt -Quapro- 
pter propofita iormula integrabilia eft algcbraice fi m>»4-i,fi vero 
aut <»-|-i dependet ab hypcrbolx quadratura. Quod fi dau fit formula.., 

• * , . . ^ 


dx 


. X 4 -., 

n 


-m 


jUteit fubnrtiuione m = , 8 c fbrmuU ia hanc coBvartetui 


•» — 3 




• m-l-»» — a 
4 .« 4 -y 


— , quz itda^ aftachformam fapertorem.Qunm’antem m 

Jff a » . l 


&00 pofiit effe major m + fc 4 lut Ht aqualia^ aut BHaof) perrpiauan 

tfi iormukm ad lui integrationem indigem hyperbolz qimdratura. ■ , 

3. Ad has formulas' integrandas juvat ‘addere aliam metbi^um mihi famW 


liarem , quia fubfiitntionun» non eget. Accipio difiercatianv formulz- 


bo« 


audb D. 




x-t» a- 


i ergo 


< 1 


<x 4-4 


i- 
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- 1 
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X 4 r.« 


x-t-d 


p 4 -i 

X ,1 s 2 !! . Hic babitn fbrmubu» 

P f 




pono primum' ^ = »,p4ri=5m» ut habeam 


X 4- o. 


- t -3 


\ 


Digilized by Googie 
.» * 


lliEX T\lMU'g ^ 



. Duplicem cafum di- 

■e i !■■■ —0 1 ji, pi—j - ni~ j- 

*-f-e *-t-e 

flioguanus necefle cft. Vel enim »<•», vel fecus. Ii prima cafu operatio to- 
-tiai iccNoda eft,dooociii altimi (iammatoria exponens ttumcratorisfiat^ e, exL 

flente cjiii coefieiente = — * ■ . Jam . vero fi cujuslibet fi^matoriz^ valorem 


•pfortnae («bflittMS, invenies S 


fi — 1 


Itl — — IMt — 3 





x-t-s 


m — l.m — 


, jam vero G m->«s i^nltimn fnmnutoria habetor per logaritb* 


nos . Si vero m — t abfolote Integrabilis efl ; fit enim 

It-lf— !•« 2..ot — I ' 


•— i 




i — m — 1 


I—»— i 


4. In cafu altero, obi m efl major, aut cqi^s w, analyfis anoierl f n p » 
rioris producenda eA, donec in ultima lummatoria exponens denominatoriisai. 
Atque hoc pado tidds fubAitutionibus ultimus terminus invenietur effe 




i.s* 


» — 1«- 


‘dx 


tn — X •. m — 3 


••-t-o 


, quz, ot conflat ex nnill. 


i^perada divifione dat plures terminos integrabiles , addito termino, ^ui de* 
>pendet a legaritbmif. Quare fi dlvifer conflet fadoribns omnibus primi gradus 
& aequalibus, noArz formulz fummatoria erit aUebraica,fi exponens numerato- 
ris fit minor faltem duabus unttatibns numero ufiorum, five exponente deno* 
minatoris, iecus includit termiiiiim, qui per logarithmos integratur. Quod fi 

fupponatur integranda formula,- — ■ -** - non efl 'opus novam inflitnerc ana* 


lyfim , fed fatis cft io fimoMatia numeri fapcrierif mutare figoum Ipcciei «, flt 
operationem producere, donec binomium x+o praeditum fit exponente s:i. 
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feovmiet antoii S> 


d» 




m~t m «— I 

K . M-f-i» 


+■ 


m— I 


n.ti- 








0—1 . »»— 1. w— 3 * 

i.i., > 


^ I . M — » » »1* — 3««. 1 X ' ■ ’ 

gnam +^*ccipieadum <ft, fi m fit impar, fignan — , fi m fit par. Eam an-' 
Nm a logaritbmit dependcM probatum cfi mtm. i. Lo^autot fam d« fennolis 


d* 

W4-»— I — ; — 
X .x-i-# 


!■ altimyi fummatodt fi. 


dx 


d X 


• — ' » I» 

>« . x-l-a 


qua matltodiis ipia ac vocavit . iterum ia hia x* 

» i 

X . X a 

fpeflari poteft, ut faftor ejos denomittatofu, atqat ilis methodi locum habo> 
Duot, quaa deiaceps tradeara. ■> 

$. Revomadam ett , quod docuimat cap. 7. aon. } $, imiMOii 

•*dx ’ ’ 

efle elemeatum areat circularis, cuius fiaat totus' = «, taageus=x; 

X* -H <a ' ‘ * 

& — - tSc eleaeutuu arcus ciraali polita cotuageat» = k i Cmiliter 

X -Hx . ^ 

* ^,fisc ^^.-^« afa demeatust It^iihmi aoalpti, cajas iMgpas =x, dii 


a i' 
X —X 


t 

•H — 4 


^ \ 8ve-^— ^ ifia dnaeatuofrlogartthaci aaalof^ pafftrcot a age W =ar sa 


a V 
X — X 


a 

X —X 


dt 


dx 


Ex bis collige, «i duabus lormulis -± ^ priauna a quadro. 

^ ■ X + X X. 

tura circuli depeadere, fecujidtai a quadratura hypcrbols; ergo 'de. 

-i ' v r, A 

peadebit a quadratura «tculi fi / fit =+x, ab bypetbois fi g=-—»^ quaoa* 
fpeciem g ita iotroducimaa, tic coadem calebam ntti gu» fenu uls apptkemus . 

Memeoto etiam — habere pra laugrale — / i/x*-+-^^exHtente c'f^^ 
x-t-^x ' X^dK^ 

Blatis fuhtaagtate. His pefiiis fit Ararala.-^ jhscpercoatlaaamdivili^inBad 

' . - ' " ~ ■* 

iequeuem radndtur x*~*dx-^gxx*^ 4 ;dx^f%* x"^^/x— ^%*x*~*irx8iK;. 
Duplex ^ftiogutodui dt calas m Oiimcti impatia, fit it aoBsri paria» Si s fit ioor 

»,3.‘'«JSl UK..’^S * >»» — » . ;» 

~ £ figuuoi ficarius Malitut 


par, ultinns ttimians proveaict 


'-iit 


»+g* 


fi» 


iii 


L jn E tr s- 


fi ff fit numenu cx Ceric x , 5 . 13 ftc.; inferins fi n codtiDntur In ferita 

3> 7< *$« Ultimos nis terminos dependet n logarithmis, reliqui 

anes (unt algebnice ioMgnbiles; qiurc in iroc cafu prapofiu fermnla femperd^ 

*- — - » ■ 

^ ^2, 
pendet tb hyperbol* qutdntun .Si m fit par , ultimus terminus fiet = — — — — -j 

fignum '4' przfigendnm fi n fit pariter par j4ciltcet ex ferie o, 4, 8, is &c. ; fi 
vero fit im{»riter par, hoc eft ex ferie 1, d, ib, 14&C. apponendum eft fignum 
— , Quapropter formda refolvitur in plures terminos omnes algebraice integrn- 
biles excepto ultimo, qui podeit circuli quadraturam , fi g fit pofitiva, quadm». 
xam byperbolsB, fi g fit negativa. 

d» 


6 , Progredior ad Cormulam 

» X 

• . - * . X -4-ge , 

. Hsc per continuam divifiooem provenit 


, qnz in hanc mutatur . ^ . 

i.*-.. 4 . T • 


• . «H-» . 

fax "f-x . 
dtt d* 


» * X— » 

fax 


fax 

SIIS addendus, fiet J± . 


&C. S » fit nnmems pnr, «Itimus termi* 

t t 0—4 

fax’ 

' ' — , qui integratur pofita circali,ant byper* 


f * a* .xx-Hga 


bole quadratura, Quoad figna , eadem valent, qos antea. Si n fit impar produmn» 
da efl operatio donoedeveniamna ad duos kofca nlthnos terminos ^ ^ 


xWx 


f *a’ 


» f I « 4 I 


quorum oterque cll qnaotitaa logarkhmica , 8c dependet a.i« 


j^d fatura 


* -»-f a 


Iraturt hyperbolz . Signis fupcrioribns utere fi x contineatur tn ferin i , S 1 9* <3 
inferioribus, fi » fit ex ferie } ,7, 14,x} dcc. , . 


y. TraSanda jam aft formula univerCalior 


•j 

X f X 


do farno differentiam famule < 




■f— * 


xx-t-f a 


. .. ..xiH-ga 

— hoc modp 

-f • 


. Utena maa metho* 

.1* • y t 


dx 




‘»H*ga 

x*+»fx 

/H-* 


-i 


x*-f-f a 


XX-^gO 

«M — *• O' ^ 


xx-fga 


-H-* 


; «go 


x»+-ga 


>1. S Hoc tfacecMUttic 


xx-ff « 


ifvgr 
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inraotoy pone primum frH-x = n, p + tszm, erit 


«‘3 


I K —1 

r _ ■ ■ e 

■I ■ 






'd» 


■ *• , i> 

•Fi« f+i=»“x 

I 


-hs* «xri-jo /+>— »*— 1 

4j„ . »— S • '■ « — /I ■■* 




'i/ji 1_ — I 


^ 1 


1. 


'■”* ■ ’ • 

MCthede proc^endan ell, donec opus fuerit. Si » fit anncnu per. predncatur 
eulyfis, netefle cft , donec «xponcos diriforri ultimi termini = r.*«Que ulri. 
^ir— tm-hi, 

■efummatoriefiet S ^ , in qns fi » fit tot major, tut squiiii 

* ~ • iubcmuf integrationem ex enm. s; B vero altimi» teiw 

nuDus reducitur ed formuiam num. ei, ed quam pariter itiiucitur, fi o fit oesi- 
twus vel pir, vel impar, fi enaiyfim protraha» ufque dum binomu xx-*-r^ 
ctponeni fit = I . , , * 

8. Sil. fit nuneros imoer St pofitivm . Vd w cft m»jor;'«ut zontlis 
»»• — 1, & producitur enalyfii, donec exponens dcnominatons =i ut nro- 

ocnint fermuln — — — ,quz integratur e* num. 5. Vel ell i. 

la hoccafu protrahenda cft analyfis ufqne «4 terminnm,cujwnnmerttor = *rfJc, 


ri- 


S 


3 , a.m— • 


• S- 


Jt ~6 


-m — 3 


-t Hac 


ntqiw in hoc ultimo termino habebitnr difi&rcntialie 


X d X 


l m ~ m — I 


fio* 


Icrfjter integrsbilit cft, excepto cafu n=s%m — 3, in quo pertinet ad logarith»' 
micam. Fro tiypotbefi vero numeri imparis, foruUe expeditior fiet methodus TuIh 

n—t . 

flitntionis. Nam iu difpenc formulam —.£5 Fiat * x = # * St 


*d a . ' »—.1 ; 

* ; , « X _ o . V ergo formula in hanc muutur 


xx-rga 

» — 1 »— I 


• -•i 


I ^ ar-f-i— »»» z ^ dz 

j ^ qu« ategratnr per methodos anm. 2, 3, 4. 


9 » 


Tcm. IA 


x*da 
.0 


czillcntibus ir, qe numeris integris vel pofitiv» 


A 


M 4 


L Jt s 


«cl negativi*, femper integrabilis cft v«t «igabraiee, vel faltem fuppofiti* cirw. 
li, & hyperbolz quadrateris; nullo negotio id ipfun probabitur de formula 

- tZ,.. =- 

— Piat emm ergo 

'• — r. . 

poitaque ^ > reliqu/qne peral 


k i/j*- 

r- ■ - ■ ■ r<r 
xx-\- % b x-{-f a a**'" 


£Hs fubftitationibut , forniuJa ia hanc motabitur .- 3 * . ^ qux «levato bi- 

-- ^ , • :_•>» " -V 




tVHr- . 


nofflio ^ — ^ ad ptneDatem » {ategfam,& aScmaeivam;ia plure* convertitur 

• ‘X. d- 7 ^ — '* ~*dx ' * i"dx''‘ 

■ ‘"i • ■ • * . 0 - T I • ^ I „ ^ I •• • •• 

. — m • ' m z ^ m ’ 

3 C^L-hf-. . L, . 

qut termini omnes cancems quadrtturis ctrculi Sc. hyperbolz integrantur. 

, ao.*Ad fufarintont radnritnr.ferninla . Fiat eniini 

,. , T . t •- rr^ 

^ X . , 7 • ‘ 

K r • j 'ij • . • ; 

X =C-; ergo X »^ 4 . » 38 /4 =— . « z-l-aJ^F 

• ^ z - X z * , . ' 

quare, omnibus peragis fttbflitutionibus , formula in hanc mutabitur 


r- 


^ t <!«* habet formam num. 9, 

I nj- 4 -»— :i ; — - — rrr"’” * 

atque adeo, concedi*, quadracnria feAionum coaiamm, integratur. Ex hit,qu* 

haf^enu* demooArata funt , hoc colligimus, formulam x*</x, io qua n eft nu- 
merus integer vel pofitivu*, vel negativus ,divifam per uaum ia^lorem vel liffl. 

E licem Vet fecundi gradus, feu per plures omnes squales, concedis circuli 
yperboUe qoadraturia numquam non integrari. Nunc ad faflorts inzquales a- 
nimum convertamus oportet. 

•^11. Fbrmula - .. ..., in qua fuppono a>&, induas transformatur hoc 

*-(-« . X-f -6 

d/x J ^ ^ • 

modo — — .ur -— — • — — . Hoc tibi coaiUbit, fi fra6lionea duas ad 

eandem denominationem deducas, fatfo euim calculo, propofita formula fefeof- 
fert. Verum fi hoc per calculum analyticom optas invenire, pone 

dx A dx B dx ^ ' - 'j,» 

-- ■ . r -rrr — * — - . Tum K coeffictentm deiermines.M eun- 

x-^a.x^b *-i -6 

dem denominatorem deduflis fraflionibus invenies ~ . - ^ ■ — - . 

-> . . . r • .Bx.+ Bx, x-h 4 . x-h-i 

Hj/us tfuartrarorem "compara cum numeratore propofit*, & habebis A-^b =o^ 






t 

' ♦ 
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44 ^ = I» fx quibus •*= V ®S® ’ 

. jy ■ _ ■ ;. dx 


je-h i 


4 — ^,4 . 4 — 4.» #t-J-4 


:. Q; E. I. 


MWTBiA 

« tyiSi»^ X$ 


Qaam autem dux hiTratz flnt formulz logambmicz, pittt propoQtani peri^y 
^ritbraos intepari. S ifltiffli zquatlo muhi^icctitr per k. patet. fermnlaot 

— ■ — ■ — - in duas refbrvi, quz traAatz fuut nura. i. Metbodus baec dcA< 

flr-h 4 .X-H 4 .* -j" -i.v" 

cit fi 4 = 4 , quia diTifores multiplicantur Mt «.Verum hzc bypotbefis dat duos 
faftores fimplices zquales, quz fnpra tranata eii» n 

la. Quamquam hzc refolutio fuftlciat $d ea demonfiranda , que fuperfunt 
de pluribus faftoribus fimplicibus inzqitdibuty tamen, ut cleiantius 2c iacilios 

'*■ y?Jx 

omnia deinceps determinentur, przflabit oftendere formulam ■ , — ia 

»( 4-4 . x-f -4 

duas refoWi , quz unicam habeat foAorem in divifore , tc exponentem qume» 


,d')c 


x 4*4 . »-f -4 
x*dx ^ 


■ 1 

4 — b 


X 4-4 . * 4- 4 

dtaominatoaem, at oriatur -- 


► d>* 

dx 

e 

'x4-4 

X + 4* 

■fl 

* i 



9( an 

.X dx. 

■V 

■ x-i-b 

x4^ 



i../- 

4 


» d» , r ^ . I 


V ... »— 'I . 


x4-4 


^ X-fli « . 

— 4 ' 

“*T“^ — 


• » ✓ t ‘ 

, • ■ fc4» »>■'*- «d 


, » — 1 J 

ex 4 X 


x- 4-4 x 4-4 

13. Formula ■ 


x4-4. „ , l; T 

- ' : 1^-' • , X -t • * 

, ia. quibus numeratoria exponens eft unitate nainor. 

d/ 3 C * * 

3, Cujus dieifor duos habet (a£lores al> 


*• .« X4-4 . XX-f-2 4x4-gf ' . 

terum primi ^ alterum fiecuodi grad u», trao sforaaatuf in duas foqnlrntes * - 

tr ■ fluod tibi 

44 — a 44 -+-gr. x-h 4 44— »444-^ t • xx 4 -»e»( 4 -gr 

nwnifeiiam fiet, fi hafce ad eundem denominatorem perducas. Si malis analy» 

.1 11 ... dx ^ A d X , S d 4“ C X d ^ . 

tka methodo Bti ; foe — =3===fc-^— •+* — 


x 4 - 4 . *x 4 - p 4 n-hd' e"* 

& 'W a .* 

Cx-4- Bx^Ss-i ■■. — — 7 ■■-■—•. - 

•+• C4* X 4-4 . x* 4 -»*x 4 -gr 

P * 


X 4-4 xx4-a A X -\-g e 

■ ^ ‘ ■ * i 

. Hanc compara cum da(a , 




'LltE.% THIM&g 


ftiayaia afutiMO tm ai*, t,Ai-^B^€ts:»,AgH-B 4 :st^ 
•z qaibos frcMw«|uat tzIoks A:x L ff — 4 ~xb 

I • •* ' \ sb 0 0 0 % mb~^ g$ * 

Ma^itk t 'ft * ^“***“® fobRitutli bab« forauli^in quu dii» 

ftribuitur . laventa autem babeot anicum faAorem pta divifore , vd primi vel 
imsoi ' grtaBS a Methodus deficit , fi foret 00^-b^g0zz:%0b^ Vernin fi prof# 
ponas m Moro fcc nndi grados vilorem %0b ^00^ ft^for fiet xx-f-a^x-t-i 

* — aa=:x+a.x — «+ai/ adcoque propopoliu fiet ^ , 

. j. . - i» j ' 4 9 ^ — rf -^1 b 

cupit diriior cannat duobus ft£{onbui''zqua!ibus kH- 4, & uno iniu)uali, nifi 
c»fn tr« funt fitHsrei zqu«lcs. De cafu trium fafiorum aqua» 
lium )am dizimus, da cafu duoram failoium zqualiiim,& unius iasqualis paa>' 
U intra dicemua. 

14. Hic quoque utile erit formulam . » dx dutiit» 

,, ' ■■ ■ ' jr-Ha . 

foivere ita^ qt ezpoaeni namerateria ejni, cnieft fodor Amplem — <* — ajczpa* 
nentes antra duorum terminorum , qui condituunt alterius numeratorem , liat 
» — 1 tk. £k aumaio fnpedore , - - - 

•. .. J I m ■»■ 1 ■■ * ■ ^ ra 

1 - d* jfdx-l-j» — ib.d» 

«-f-a . *Jf-|-a^*-4-^ ms — i.»b-\-g t ' K -^4 x-ff e 

Multiplica aquationem per x" , ut fiat ^ 

* _ » X*dx t^.x*dx 

x-t- 4 .x*>+-a 4 j^-f-^f 44— aei-i-^e x-t -4 xx 

Utramque fradionem per fuum deaominatorem divide, ut 

"j ^ , 

X </x , 


. xx-f“2 

'■ .i* ■ ' I M I 




1 »—2 . 

•dx-4x"-*dx4- .!-*■ ■ .i; 

o— X 


■ J au 


■ > — II 

. X 9 — % 0 b.x 


d*-4?4*** 


■*d> 


s, - »"V 
rex" 


dx 


xx-4-a*x-i-f e 


U) r 


* n—t. - 

4 X «X 


.ci: 


w 

.X 


. d^^ 0 gm d 9 C 


44 ~^^ 4 b-b^t »-H 4 xx-4-a^x+^e .Q..E. !• 

Hzc refolutio iniiituenda efl, fi a aut fit = , aut > a. Vcrum'fi efiet 0 e:a', 
ni'u duo, fed onus tantum terminus in otruqne fradione eliciendus elTct per di* 
eiiiimem , qui propter fignorura contrarietatem elideretur ^ atque hoc modo fe(f 

«ulc propofitn iu refol veretur, -h- . > 

’ « Ju,.. ^SX — A*b-tgt X-**4 XX-t-l^X-f-^U 
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15. Formula contiaei» duos faAora reales fecuodi gradus «"nempe 
li' — ■ dillribuitur in duas fequentcs' ' ' ’’ 


b . dx~+-X0—ib.Hj>i 


• ^ ^ 


»«J«-f-a «x-f*/» 


f* — gt — %i,x0 — ib. jx — {xa-^xb. xjM 
xx-hx ix-t-g t 


« fi ambc diaidtottir per 


-+- xxgt—Tbfi . xa — ii . Eteiiiaa fi fermntas ad eandem deno- 
minationem deducas, termini omna ex conttarictate figaorum elidentur excepto 

a 

oltimo, cujus coefficiens = ft—g9 *4- ae#e— a^/e. ae— ai.Hoctheo* 
rema analytica methodo inveniri potefi, ied induflria opus eii, ne nimis lon« 
gus, & molefttts evadat calcatus. Suppone fennnlam propofitam induas fequea> 

* ir -L . Adx + Bxdx CJx + Dxt/x . . . 

tes eiie diftribuMm — j,- + — — - — ^ — , Has ad eandem de» 

xx-i-tax-i-ft Mx-i-gbx-i-gt 

nominationem fac perducas, ut evadant 1 .- 

Bx^~\-xBbx -f- Bg ex-i- Agt 
Dx^-i- A x-\-xAbx ^cf$ 

-i-i D«x*-f- Dfex ’ 

-+- C x*-^ xCmx ■ • 

3 * ; ■ ' ■ ' - ' I ■ I I. ... 

*‘*-f'ae»-|-/e . x 0 % bx-^g e ' ' '* 

Ex comparatione cum propofita qnatnor.nalcuotur xquatioaet. 

I. B -4-0 = 9, l\.xBb-b-A-^-xDa+C^o.ll\.Bg€-^xAh-b-Dft-+-tC*=»t 

IV. id;e-f-C/e= s. Primam duAam prins in a>, poli in a« detrahe exTe» 
eunda, ut habeas — aO^-f* /f -4-a O «-4- C = e , s B i-t- >4 — aBe-4-C;=«. 

. Hi valnru Z>, B ponendi fiutt 


Ex bia habee D =--— — E 


xa — xl 


xa — an 


in xquatione tertia , nt fiat 


ta — xb 


•^xAb — 


ft. A-h O- 
X a— tT” 


t-aCa‘=:o, 


ex qna fit »-C./e — gt—fxa^xa — aT=i4. ib.xa—^b , Ut 

brevitati confutamus, fupponamus /e — ^ 
f f — gt — xb.xa — xb = H,ut fiat — CK= AH. Ex hic & quarta invenio* 

/75^775’ ‘ “• m^iTK •“‘“«"'“P 

•* " « « ' 


atqui H- K~y—x t"; ergo .4-i- C = • ; argo D= 

ia—zi JeH—gtK ftH—gtK 


B := 7 — 7 , — =; ergo formula prepofiu dividitur ia bafce 


— Kdn 
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H/hc — {%a — xb.xdx 


j£H—gtK . xx + tbxr^gt 


• Quunj 


J e H — gtK ,.xx-^-xgx~^-f e 

‘ ‘ __1— 1 — — ____v 

autem fefi—gtK — ft — gt -t- xog€ — xbfc \ %g — fnbftitiitia*TaIo> 
tibus H, K, & feH—gelC at refultaot famuilz, qM Aifwa MvcaimiSi' 

16. loutilis evadit metbodns, quotiefcumque diviibr ' 

3 — - _ 

je—g e -+- lagc—xbft. x,a — aA = a>- Videamut, Conditio e* hcc 

zqilalitate ia AAbrea trinomios transferatur , £a zqualitas in' hanc mutatur 

ft~ge*—4ai .gt^ft = — 4 a*^ e — 4 b^fe . Utriqne parti addatur 4/f e\St 

fiet fc'-i-g* — 4ab,gc-hft= — 4it gt — ^b^fe + ^fge'. Addatur pari^ 

*,a ■ . I ~ - I , L ' . i a I a- • a 

ter 4 » i , ft proveniet jc+ge —i^ab.ft+gt-^^a b —4« b — A* g* 

•r-Ajb f f+~Afs^ • Ertrahatur vadi » quadram , fiet ■/ 'a 4- 4 » — x » b 

iiil/iV— agt^ b'fe-^rfgc'.~'^x a —f t.y^b*'—gr . Transla- 
to /e-H4r, additoqne utrobique s -b’ b , nafeitur 

z -xab-A-b =a — fe-A-b — g f:±x «* — / 1 . ^ — g e ^extrt& t radice 

quadram <— a*— /e J: l/b‘^~gf;irgoa'g:l /'g*-/ e = bd:y^b’'~gt; 

atqui /e efl radix unius fafloris, Art jXa*— ^ a eft radix alterius; 

ergo duo iafiores debent habere unam faltea radicem zqualm-. Hoc autem 
contingere potefl , ubi radices fuerint reales,quo in caUi fornaola prapolita po- 

terit in hanc formam diijponi' — de^qua paullb infra. Si 

''i'-» -''-- ^ , .u 4 . . 

vero radices fuerint imagioariz, non mm(1 um radix unius trinomii efie zqua- 
lu uni radici aiterius tr inomii , niu altera alteri zquaJis fuerit . Nam fit 

'bi^\/b^gbz::i* — l / ergo quum galia re aiibus , imagi nariaimn» 

giiunis ^aa lia»finT bportear,c rit • iX^ya *— / c — ergo a 

» _ — * ' y '' ^ ■ *■ f a ■'** ' - • . ^ »5 

tiam zr+ Y b — ge^ quz (armata ofiandit alias quoque ra- 

tlices zquaJes efiie. Quum aukm radices zquantur, trinomia ipfa zqueaturne- 

Gcfle efi,adcoqtie formnia in hunc modum peteff exprimi — 

- .. • 1-.' '■ \ ,s 7 • — i‘ ■> • — : — : — ‘ 

dequa altet diximus.^ xx + i4*-H/r 

17. Quod num. la , 14 obfervatum cfi in fradliotiibusj quarum denominat 

aut duos faAores primi gradus , aut unum primi , & alterum fe- 
cundi,. idem applicandum (radljonibus,qyanim denomintm duos igAoies fecun* 
< — , . • . 

» ax • • - j „ 

tudn« 


dl gradus compIe£litnt,& dgnjoinStaadMi ; 


X JH-a 4 x-J-/r . X x-q-a A x-t-g r 


I» 
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lefblft p«fle, {n quibas Damcntoris ttroiliii doos habeant' cx^ioitentR a' 

» — }, Si formulas aum. 15 multiplices per habebis formatam propoGtam' 
refolutam in duai»' ne mpe 

a*— a/> . /r-+-a« .Ti— ' • > . 


a b 


„w-l- I 




a *.x dx+ft — g* — xb,%s — x b,x dx 


, . , dummodo utraque di- 

xx^ibx-i-ge * . ’ 

vidatur per quantitatem, quz ibi ponitur. In utraque fiat divifio, ut otiatur 


a *-~ib.x 


«— I 


dx-^gt — fe-x" ^dx- 


•xbfe — tnge.x^ ^d> 


•^xt.zag* — tbfe.x” *dx^fe.xage—xb/e . x” 


xx-t-zax- 


■it 


— aa.x dx^t—gx.x dx-f-a«;« — xbft.tP ^dx 

• +a ^ . a tfi^x 0g t, X* *d x-t-^r . a b fe— t ag e, x**~^dx 

„ . . . xx-haAx+^, 

aermoiiqmneii integri ex figoonim coatrariente elidantur, & reliqux fuqr 
dux tramiones, qnx- qusembantur . Ita protrahenda eft divifio, ut in fmgniin 
uaaiooibus trm termini integri dmegutur, fi fit » = , ant >f. Veram fi a=a 
duo tantum termini integri inveniendi funt per divifionem, & fi » = i unui 
integer terminus folummodo; atque in utroque, cafu numeratorfradlianum duo- 
bus terminis conflabit hujufce formx Axdx-^Bd x . , < 

18. His demooflratis detefla funt principia^ per qux oftendamus omnes fra- 
mones rationales ant ablblnte, aut faltem per quadraturas circuli , & hyperbo- 
Ix integrabilm effe. Etenim ponamus primo diviforent conftare cx folii LAoii 
ribus fimplicibus . Si ifti' forent omnes xquales, formula ita exponi pofiet 

x"dx *' ' • ‘ ' ' 

— , qux in fuperioribus. numeris triAau eft. Si vero iiiAores adfintinx* 

— —— >?> ^ . _ 

x-he * - .. 

quales, fumpiis incqiialibui foAoribus duel»s, hade formam indnk fraAi» • 

' /-»1 t dx d X 

- • . Q,uoniaffl'<x hum. 11 — ■■ — - ■ ■■■ ->■ 

x-t-e . . -L.i . A . -xif-ii ' 


dx 


0-^ , Xif- 


i, iaAa multiplicatione per — jnvraies 


. ■ ■ ■ 

X dx 


» ■ 


X dx 




— - ■ — — 7 — . Itaque formula divifo eft iu duas, in 

x-b.x-^Tf.M « — * . x'4 -«,/W 

quibus uoui ^ duobus iaxqaalibus eje^us eft ^ Singulas eMem methe^o ppr- 
traAa, donec io deaominatore,raAore's iaxtpules non iavqaiaatur,fed vel om- 
nes Xquales fidt, vel unus tantum remaneat,,.-. 

19. Eadem methodos tenenda eft , fi omnes faAores reales fiieriot fecnsdi 
gradus. Etenim, fi omnes fuerint xquales , conflat ex fuperioribus, eam pofitis 
a qua- 
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r ntnri* dicnlt h hypeitmlc iiteinri. Si vero incqnlci lat» effiunatiir 
fa£lores inzquelu & fradio in basc formam penlncatiir 

' ' 

■ ^ — ■ ' - - . Ex numero 15 hibc* - 

*x-t-a«ix-H/e . . JW , 

^ ** 1 - - — — ■ diriia ia dou 

XX-+- j ex-+-/e . XX-4-» 4x-|-^e 
Adx-hBxJx Cdx■^-Dxdx 

X X -i-x t x-j-f g xx-i-iix-i-gg 


. Valores conftantium Jt,B,C^D ibies» 


poGti funt^trgo multiplicando per formula proponta ia hat cenrertetur 

A« 


'A/dx-hBj*~^*dx 


C *d x-hD 


t in quibus unus cz diri. 

xx-^%» x-t-fg , M XX -ir X bx-i-gg , M 

foribus inxqaaiibus abeil . Ha eadem methodo (ingula traAentur, donec aut 
fofioNs onnes aequiits Gnt, aut aoius fuperfit faAot,, & formulz omnes ex 
przccdeatibus iutegratioaem accipient faltem per quadraturas circuli, & by- 
pcrbolz. 

20. Demum divifor fradionis contineat fa£iores tum primi tum fecundi 
gradus. Per methodos expofitas formula. diftrtfaui poieft in plures, in quibus 
lafiorcs primi gradus, atque focondi zquaica fint,qnz fn&iooet ita Icrihwmut 

* x'*tt - . 

= Lj_! . — ■■ ■ — . Quoniam ex num. ij 

**+■• • jr jt* 4“2 b X •^ggmM 

dx _Adx ^Bdx^Cxi_x^^ C determina. 


• xx-^xb X -brg€ 




f\-%b x^^gg 


tz reperientur . Itaque, fadla multiplicatione per — , fiet 

M 


A X d X 


Bx"d, 


n ’*'+**J 
■C X dx 


. , in quarum 

x-t-u . X x"+" 2 b x-+-gg, M x"i-u. W X x^- xbx -^gg X IA 
prima deell unus faSor fecundi gradus,in altera primi. Singniz eadem inetbo« 
do tr^entur, donec aut folos contineant iaAorea primi, ant foloa fecundi gra* 
dus, in quibus demoaftratum eft (upra fufficere ad integrationem olzinentuim 
quadraturas circuli, & hyperbolz. 

21. Hzc latis (unt »d demonfirandum fradiones omnea rationales, quarum 
denominatores refotubiles funt in fodiorts rationales aut primi aut fecundi gra* 
dus ad fuimet integrationem folis circuli, & hyperbolz quidraturis indigere . 
Verum C fequaris methodum badenus indicatam, longos moleflofque calculoso* 
pus sffet inlntotrr,ut fraAiones fiogulz reducerentur. Quare aliqua ptzmifiad 
demonftrationem non neceflaria, quz tamen calculos poUuo| breviores eiScere. 
Hanc ob rem oportn diftioguere puru fra£lionet a fpuriis . Purz fraAiones il« 
Iz dicuntur, in quibus exponens numeratoris minor eft exponente deno* 
minatori:; ez, in quibus exponens' numeratoris aut zqualis , aut major eft 
gzpqncnte denominatoiis dicantur fputiz. Spuriz nallo negotio ad purat red«g. 
* • cua- 
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MBtor» fi fiitrifio iaftiiutur, dooec nfoncu Bamenteris miaar fit czpoaente 
itaomiBatoris. Itt fiwAio ^uia caaTcrtitur ia aauoi ant plurei ttrminos ia- 
ttgros , & in traftioneni puram . Que dicemus deinc^ id folat fradionct ve- 
rat penineboat, aam fpariaa redaAat faife ad parat fuppoaemut . 

at. Si denominator fraAionit purae conftet ex pluribut hftoribut fimpii. 
cibus omnibus iazanalibus ^quotus «ft faAorum numerus, ia tot (hdioaesdivi- 

tour, quarum fingulz hanc formam habebunt exifteate jt quantituo 

aonfttatt. Sit baomm numerus —m; ergo, quum fraAio pura fit , maximum 
exponens numeratoris erit ad fummum m — i;£rgo ex num. la dividetur (ra- 
fito ia duas, in quibns numerus ftAorum = m — i, numeratoris autem exponent 
ad fummum erit m — a. He in alias dividentur, quz numerum laAorum con- 
tinebunt m — a, exiftente numeratoris exponente ad fummum m — 3. Produ- 
catur eodem* modo analyfis, donec ad' unum fa£lorem deveniamus, quo in ca- 
fn exponens oumerateris = 0 . Ergo evidens eft fraAionem dividi in plures fim- 
plices, in quibus quantitas multiplicans difierentiale eft conflant. Quod fi ex- 
ponens numeratoris fraftionis purz effet <m — i, citius ad numeratorem con- 
Aanum pervenires, & folutio per num. 11. deinceps abfol veretur. 

23. Quod fi faAor aliquis fimplex habet alios libi zquales, & zqualiuoa^ 
faAorum numerus =m, a|o formulam mlolvi ia faftorem hujus fotme 




■Bjf 


Hujus rd demon/iratio, licet dificilis 


fit, tamea ex fuperioribus ita perficitur. Peno primam unicum Adorem, c 
tinere plures cqnalcs ar-h«, reliquos omnes inzquales. Ex methodo numeri 

' 

u ivW 

fiaperioris fraftio ia plures rcfolvctur fornue — 


m 


■Bh 


m — I 




Sm in qui- 

* *"*^”*‘ ~ at-q— t . X — s 

bos anus eft taatnm Ador incqualA in divifere, qut per seqnalct multiplica- 
tur. Qpare, qui has ia piuiu teMvet, ctkm. datam safirivet: Speda Adoret 


jaaqaalca «>4-^, »»*+- e, veluti prctarmiftb«<q-«! . Fradioaem ita acca* 

f tam ia dust divide ex num. la, qatbut daiade reftftue Adorem x-f-« 
ormulz, qaz proveatent habebant maxjfflum exponentem aumcraieris m — 1; 

divifer autem erit ia ana k-3 -^. , ia altera k-+-x'*,. Hzc fecuo- 

da habet formam, quz probande eft. Prima eadem methodo tradetur, & dnz 
aovz oricatur, ia quibus numeratoris exponens =m — a,diviforct autem erunt 

x-H^.z-q-x , z-t-« . Hze fecunda fi multiplicetur k dividatur per 

K-^e, acquiret formam , ume probanda cfi^. Prima eadem methodo tradetur, 
Xt formalz, quibus eft diviior 'w ■d' « pmeftas aliqua, asnltiplicentur , & divi- 

m 

dantur per congruam cjnfdem poteftaiem at indivifore exiftat x-t-e ,8ttaz- 
dtm propofitam formulam ia duas refelutss habebis, quarum una habet nnm^ 
ratorem conftantcffl, diviforem x-4-d, ahera propofitam formam iaduet : aam 
quz enndem diviforem habent in unam Aadioacm redigi debeat. 

Ttm. IL Q, 


» 4 * 




’ 91^1 Ultt 


% 4 . Si plures «xifttnt b^oru, habentes expoGtam coBditioMm,liect de> 
BonAratio fu difiieilior, caiMO h principus iitian patagitBrw Sit «nim pri^ 

mo friflio ■■. Speaentar doo fraortt iMquales x-\-g 

^ I m 

&CZ Bum. is. in duu divide y quarum uot habebit disiforcin n-H« .«-t-d 

« »— I 

• Id cftdeni methodo cnAcatur ^ doocc deveaitmuv 
ad fiAoreni, qui aoa babet squalem: quod ubi contingit, ez num. fuperioK 
demonAratio conficietur. Quod fi tres fuerint fa^otes habentes squales , metb^ 
dus ad djas deducet. Qpapropeer apertum eft Angulis favori bus habentibus » 
quales, fraAionem refpondcrc ejus forms, quam num. fuperiore propobi. 

t$. Quamquam inperior demoaflratio nt genuina ; tamen fi per meiboduB 
afurpatam numeratores fraAionum inveniendi effent^ analyfis longiifima evade* 
ret, ac plena fiAidil. Quare facilior methodus explicanda, per quam qusfiti 
sumeratores inveniantur. Ac primo de peculiari fra£fione,qus oritur a fado* 


re fimplici^ cui nullus eft sequalis. Sit itaque fradiio pura 




, ia qoa M, 


N funt fitoAioaes iutegrs variabilis x ; qusritur nnmerator conftans fraAioah 
fi ^ 

, qui provenit a faAore x + e, qui carett aequali. Sic alia fradlio huic 

adjungenda -rp,utCt= — = — . 1 Maailenum en S eflO 

■" X+4.N x-re 


funfiionem integram ipfins x, quia fi efiet fraAa , redadis duabus ad eandem 
denominationem, habcietur alius divifor pneter x-t-g, 8c IV, quod efi contra 
kypothclim. Redigantur ad eandem deoominatioaeffl,ut fiat 

Mdx ANdx — H a , S dx m— ^ ^ . 

- = — = ; ergo x^g . J, five 

x-J-a.N x-^,N 

— — = S. Quoirfam S eft fuoAio rationalis, ti integra, manifeflumeft 

X a 

M — Ay fere divifibilea per x f x;ergo pofita xs*»s fiet M‘-4iV=:e ,fiva 

M 

/f =■— , fi in M, N pn X feribatat — e- « • » 

aA Methodum exemplo uno aut altero illuftremiit . Sit frsAlo para 

5t invenienda fit fradUo fimplez conveaiens faAorix — a e. 


x — Z0.XX — ga 

Sit ca , Sequs convenit tlirilbri nfiduo x«r-^didf,fic «t fiat 


X — 1 <1 
4X dx 


Adx ^ _ £dM _ ^ fit M=ex,JV= xx.^ee; 


x~-gg,x»—gg x-^ae XX— -gg 

ergo quum debeat pofita pro x ia hii a e, arit id= == — 

Nc - jee ) • 

‘ergo fradHo reqaifita erit • r~~ * Simili modo re^rietux fia^o conve« 




Bieaa 


L.oosI( 


C AT 9 T rOtTAVWU, 


sin -i 


vnicH liAorl qiuc fit , ilitfraAione ezillente — - 

«rgo JM = « 5 r,‘ N= — . In his poutur *=— «* Sc fice 


. Si optu friAioacm coavcBieiitcm 


Tcniens “fiiAori sf-f-d «ft hie 

f d.N-^-d 

do bftori >f— 4 ,e* fit = * ,ClU fircAionc exiflento — — ; creo 

„ - • * - -Jl— d - . i tCX—0X^4s; ? 

Mf=0 «r, N=x >r— d v— x d d . Ftc n=4 , nt fit Af=d d, ;v=d d— « d— x dda: — x d 0; 
tr$o A ergo‘£rxaio — =• Reapt^tres fraaiooct iavontac) fi xd 

*, ; , *•* f .W. ff k (. ll.k-*-'» 

•Mdcm denomiottienen reduexotor propofitam reftituunt» 

X7. Exemplum alterum fufficiat fixfti<T ' — ’/Ffaftio fimplex 

\ » »‘*-<-dd, . 


, _ . - ytj * ,. ■» 

conTCnicBs laAon x — 0 fit , reliqua exifiente 

» • •■^d - : • 'Mx“i -00 

N~xjr^-00,^qnibot&ntn:^0ytcaitffszi00;trgn — ■s--' 2 j ‘*-crgo 

■. i »■ . » , » ^ i. 

fraftto fimplez = — j —i . Reliqua autem fraAio erit , , 

x.x_d x.TTh^ C ‘ 

»*• Haa meiht^us daaet, quomodo per fimplicem calculma inveniatur fraa 
Aio fimptez coaveniens iaAori bmplici , cui nullus zqualis fit. Sed fi faAor 
fimplez habeat squale^ methodus .aliquanfo fii; difficilior. Hanc ut clare expli- 
eem, ^rxdatim pregredfor,'* iocipio a cafu hbi zquales faflores fint duo. Sit 

MA J 


Sdx 


; ergo M=z00^ 


igitur fraAio puta 


Mdx . 


in qua N non cotineat' fiiAorein jr-^d. FtaAi» 


X. : A.*-^"d 


conveniens fcfturi. ar-»-d* it alia cxiAeme fli 


M 


■B 


' • ‘ jfH-d 


N 


aa. ! 

* k 

; ««• 


■i-;‘efgo:^ ~^-*^-«-« =j-. 
N a ■ 


*-*-'*iv -f f™ \ 7-, jtHrd.* ^ k \ 

bet‘sfle innHio integra , 'neceiTtrio quantitas M — S. bis poterit di- 

vidi per x+ e. Qua« pofita in ea x=— d fiet =e, & determinabitur B.cu- 

}tn taior trit— *— txiRente jr Bidem ^'uifltit&s, fubAhuto 

valoref, dividatur primuffl par e-i-d. QiiaaUm anteni quotieiu ifliuf divifio- 
ais remsnet adhuc divifibilis per jr-p-d, pMta iterum x — — d, ,fiet =ei ergo 
nova orietur zquatio, quz junAa fuperiori uuumque valorcm 4. B deiermi- 
aabitv 9 Bod erat uciendum. ' < ~ > - 

0 . a - ■ ^ ^ ng. 


Qpottiam' S 
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19. Ec9m;>ta methodum illuflnbaat. Protoliu fraAione. vcr« 

» qu«ri)tui Cmfiki^rerpandm^&Stvi qoadnto f Ti-4:#. ^ci», 

* ■ * “"- ss: ^ .-.j- ^ ^ y I ^ . , " • 

mo Ihtnft g liDlffg^ Ms=sk-^X] 0 ^ ^'Nsejcx — i« «.Qutatitu igitur Af—JV. 
Ax + B , per quam yt lo ftt , B funt ^ftnieadi, mdit,.hujju[mQdi.,>i. 
stt — XX x-^ xas—xx . PoM ta<bac x = — «, 8c fiet — 3 uuHr 

SM. B — Ad^Of ergo B= g-t- Hunc ealerem iu eadem qaaotiteto 
flatue,«t fiat aU— a«« — xx , id*-+- <4a, qnx item debet cffe 
^divifil^i per x-f-a. Ea m ita difp one >x— ; xx -4-dx a *♦- a a s — xx. 
xd.x-Hatfi»eda~^$>t .«-H u »aa— xx. <d.K-4-a n Hanc divide pcf 
x + a, ut otiatur da — kx+xmx — xx'. .d Fada iterum x =: — a. erit 

, j«««' II _ ** 

iia4-aaif=o; igitur A~ « oc B = — 8 • quibus inventis firaeun 


qez&ti provenit 


— isxdx— Sadx 


, . _ ,a.x+a 

3«. Altenun nwmplnm lnlKci«c ftaAi« 


X -+-a . dx 


— * 5 » 

« — a 4 • . >• - 4 -a 4 * 

a 


^ qua qui 


ratur fraAio conveniens faAori duplici x — xs , cnjnt bzc eft forma 


Axjx-+- BJx 


. Sutim vides M = x^-|-a^,N;=x’-Haa';ergoqutatstude> 


X — a a 


terminans valores xf, B fcilicet M-^N^ Ax-^ B,eritx -f.« — (x -f-aa . 

Ax -HB.Ponex=;aa, ut habeas 17 a‘’—loa^ a id a -HB=a; ergo B='^—aX a. 

_ IO 

Hunc valorem fubftitu e in fuperiore qua ntitate » nt oriatur 
x^-H (x*+ 14 ^ ),afx-+r-^ — Sida . Hanc ito diipoM 

14 *® 

4 17«* laa /■ t . ■ J. 

X ■— — ~vx -f”aa ), A,x—id ^ nve 


m 4 . 

' IO ':i • S ■ l 


(x^-Haaj.id.x — »a, qns divUa^^ 
3 


X — »a fnfficit x^-f. iii- ■+■ ^ — *(x^4-aa^).4d.PMCX = a 4 ,ue 

' •* 10 ■ • ‘ s 

babeu t -f< — io.^*e> fivn = — ii d:crgo fraAio'*qME6» 

' $ . »5 J» 

- i£xdx-iiadx • • : 

SO ' • I • 


. *s 
ta erit-' 


X — aa 


!*• 
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}t. Mcthodin ftt fefi ofteadit,qao inftuaviulat 6t bA«f 

in quo cafu fn&io fimplex babebit baoc formam -• r t . 5'i 
. Nam n nniMtator multiplicans ia piopolita = M, 

x > 

■a»-+*o - Ka • . . : !■* I t . “ J - k < . »- 

& N fit quantitas, qua: duAa ina-f-u act oivilbrem, inremcs, Sc probabis 

M r- N.Ax «ff« divifibUera perx + < • Poae in illa x = — 4,81 

Sata* —0. Hxc aquatio definiet valoctm C datum per <4,B. Hanc pone in 
inventa quantitate, eamdemque divide per xrf-e,fa4taque xc=— e pone =0. 
Per hanc aquationem determmab'S valorem B datum per A , quem fiibditue, 
& iterum ioftiiuedivifioneni petxH-e>Quotientem, faAa x = — e,fac = e, 8 c 
inrcoies valorem j if. Demitna se|rcdipndi>,x«0aefces valorei B,C. Meibodua 
«ft eadem G faftores aequales fuerint 'quatuor, quinque &c. Eadem enim faciea* 
da fnnt operationes, ted fapius iteranda , . 

•a., > V ' t^d» ^ " • ' 

]a. Ad methodum oftendendam propono exemplum , ut fit 


M—a , N=x, 9t qswatitas, q— 


«vifiUlk 




Af — N. idx^-q-Bx*-+iCx*4-Z)x-j-fi erit hujulmodi 

— Bx-~C* — />x*— £x+ X*. FaAn M = a, iaMOice > - ■*«' 

A 2 S C "* 

X=— >ife — B* — Cx Da-^m » FOne in formula prima buaa ealorcau 

«t fiat — Bx"* — a^-+-x* wi • 

• - » > Ut- t -p • ♦ a. ; 

^ • .V ^ J| " '' ■* 

XV.-'- 


Hanc divide per a— x, ut oriatur 
IL — Ax*—Aa dlx* —Aa^ 

.5 -^Ba . 0 


— B 


— C 


— Cx 
— i> 


PoM xsx, tt invenica — q^fx* — jBx*— aCx*— l>x— x*ss •; ei|p; 
i> = — 4 id 4^—384*— ' a CTx *»«*,* qucna ealorem eoUoca ia II. ut babaas <• 


— idx*— dlp ^ — Aa^ -ro* 

• — B • “ — Bx . n* -+-aB4*. X 


— C 


-f-Cx 


Hanc 


' j 

n 

I 
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ttf tisEx rxtMvs.' 

Ihac 4Mde ftr » — 4, «t pramlu ■’* 

IIL j "iAs*' •+•/. h faM poM M*#, ut ofktir 

— B — t Ba.M ^ 

■ . ' •— C . ■ . 

tio — 6 A 4^ — jBd*— Cs-i- 4*=0; w g u «rit C = — , 

quem colloca in III. ut oriatur 

'—Ax^ — t As j -hiAs* qu*m divM* per «• — a, ut fiat ' . 


a». 


IV. ) — itfx*— j /fa ' — a*^ PBUa ^ «tfhltet stqnltio' *•■'•■ ■• ’ ' 

i — B •* •••,•■' ' t . < , ^ . 

— 4># o*— Ba — o*=#; ergo B = -~4As — «*,quem colloca ia IV. at fiai 

•^Jtn divide per m idulcet 

■ ^ ^ •* 

-h Em 

V. — A»~^^\ Poaa Masa, Ac iorarict A^s, Igilur ruArediaaAfe, . « 

B=— 5 a\c=ioa\ D = ^ io<*, E = s*!l «rgo fcrmola qusita orit ,, 

^x'*- , AV ic/a - io/oH-s a^^ ^ Qj»A fi per’ meihodum ae 


a<f ir 


Bum. 17 
1 


rcqnim friAioacai coavenienteon faftori *•, iajroaiec — — jp . Raapfe ifla fra*. 

Aiooec ad eandem denomioatorem redaAe, propolrtam renituunt. 

3^. Si fratdio pura habeat diviforen fecundi gradus x.v-ha #,c«m 

BuMus xqualis fic, ea num. 14, & 17 poilem demonRrare eam ita polte rcfolvi, 
ut Iraflio convenient diviidri fecundi gradus habeat hanc (orntm 

Axdx-y^dx gjjjjjpjjjjg, AyB quantitatiboi datis, qu* independent ab x. 

• “I ^ " 

Quod fi ta6loT habeat cquales,'ur exprimi pofsitper ^ tramto 

eidem conveniens erit— ‘ — V» . Quantitates eon- 


ilantet A.B &c. determinari pollent eadem menodo, qua in fraSIontbus 
plKahw un fnmua. Verum qooBiam.cx uua parte calculus evadit longus & 
ficilis, ea altera non vitantur quantiutes imaginarix, quz oriuntur ca refolu* 
tionc ftftoria quadratki; idcirco orilius fudieo cum r^ucera ad duM fadorai 
fimplicet, 8 t ex numeris fuperioribus invenire fradiones illis eoavenientet , ta> 
metfi imaginaria contineant, quia, fraRiones inventas G pd eandem denomina, 
tionem perducas, & in unam jungu, imaginaria abibunt fraiSio convenieu 
Caelari facundi gradus determinabitur. Si u6lot! fecundi gradus rcibivi poflit w 

daes 
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dnoi fimplices rcales, rt% difficaltate carat, (^a re fpa fto rtfo(. 

vatdr ia daot fiifiares imaginariot — i/— T, fco 

fafla x-+-« = t;.in duoi ^ \/ — *• • Damonllranduni eft 

fraTtiones duu , qus bifce tafloribtu coaveaiant , vel habeant vel noo babeaitt 
cqualcs, fimul janSas realem fradioaem producere. Uc hoc przfleai, aliquot 
^oremata l^flaocia ad quantitates imaginarias prxmitto . ^ 

34. Per terminos imapaarios iatelligo reales illos terminos, qui docuntot 

in ^ — I , quz imaginaria cft. f^P denotant formulas duas in quibus temt. 

ni rcales habent eadem figna, imaginarii divertia. Si P,P multipliccntnr am- 

bse per »/ — 1, orientur fbrranlse P, ^ — t , P.y / — 1 in quibus termini rea- 
les prcditi funt lignis diverfis, imaginarii eildem. Nam termini reales per hanc 
multiplicationem evadunt imaginarii , Sc retinent eadem ligoa , & termini ima- 
ginarii cvadnnt reales, 8 c tigna aut in utraque formula retinent eadem, aut in 
utraque mutant . Quapropter fi alterius tantum figna mutentur, ut fiant 

~P. y/ — ly — P •J — I , fermulx einrgent , in'^quibus «tdem figna afficiunt 
. <MrmiaM re nfae , diveffis imaginarios. Idem dicendum effe condet, fi mutt iplKmsa 
fiat per — i . Quamebrem fi ex formulis altera 'dpeatur inu ^ — 1, altem 
in — 4^—1, eandem proprietatem CMfervabunt , ut idcntitmfignotnmfit 
terminis realibus, tontrarietas in imagiuriu. 

35. S int fe rmuix Py P funft ienes ejuidem «, atque in noa pro x fubfti- 
tue — » y / — I, in altera +4 ^ — 1, provenient novx formulx habentes ea- 
dem ligna in terarnis rcalilMS, diverfa in imaginariis. Nam figna lerminomm 
non continentium x nihil mutantar. Qui continent x yel rcales funi. vel ima- 
ginarii . Si nt prime real es. S i exponens x ‘eft 'numerus par,' conliat taiiL. 
— 4 \/ — I, quam -f-xv/ — I clitu ad parem potcftatcm, evadere reales ft 

■«odem efici figoo^ ergo termini idi remanent, reales, & eode m figniT effit ien- 
tnr. Si exponens eft numerus impar, perfpicnum ed — «/ — i,-f -4 y/ Id 
hanc petedatem elates remanere imaginarias, & divertis tignis affici; igitur pera- 
Aa fubflitutioae termini & imaginarii evadunt, & diverfis fignii atT eAi . Sint 
' deiode termini continentes x imaginarii. Si exponens eft par, — 4/— 
fiunt refles, eijtdemque figois' affcAx *ergo faAa fublliti^one termini remanent 
imaginarii , & quum antea diverfa hab erent fig na, nunc quoque habebunt ; fi 

«oro cximneiB » ed imper, — 1 , . 1 ad hinc pomd s trwelatxhe- 

snanent imagioarix, & divertia figna rccipiaot; ergo cum termini imaginarii ha- 
bcfCM antea figna dtverfii, convertuntur in rcaiea aficAaa iifdcm. ^ 1 

16. Si Py 'P invicem multiplicentur, oroduAum nurgit reile.Nam in mul- 
tiplicatione. qui termini producuntur ex duAu rMlium in reales, irnagiatriorim 
in imaginarios, omnes fnilt rcales , qui vero erioatur ex dn£hi rcalhim in iniu- 
ginarios , renunent quidem imaginarii, led ob contfarieutem figaoram eliduntur, 

Idq^ dicas ^ mnltiplicentor ~ • . .... . - .> » ,g 

37. Sint alis qaantitatet cndms afteAx coaditione ac PyP: t]oPQ, 

I I 


vC-v ilc 


-1 


n%l 

J» ^ h*ber< ndem figat ia realibiu terminis, divarb ia imaaiairiis. Nam , mi 
ttrroitti nafcantnr cz doAu retiis ia rcaJem reales fuat, & iifdtm figais a& 
Ai ; qui vero oriaatur ez duAu imaginarii in imaginarium , fiunt reales, & cum 
ambo utrobique Agfia dlverfa habeaat , per multiplicationem eadem figna appa- 
'rebunt. Demum, qui oriuntar ez dnnu retiis, qui utrobique idem habn fignuni, 
in imaginarium, qui fignum ^bet contrarium, contrarietas fignorum canierva» 
bitur , ficuti confemtur imaginarium. Si conditio rcquifita eziflcret in formu* 

lis P, P, at non in j^j^, ia quibus licet iidem habeantur termini , tamen aut 
aliquis ez reatibus diverto figno , aut aliquis ez imaginariis eodem ngno afficere- 

tVrr,'^^ i?, Pj^ evidens eft non poffe habere' conditionem, ut omnes termini rea- 
ks idea iigaura, imaginarij divcrfum obtineant. < 

3t.*S1 P,P dividi poQiot per j^, rerpeAive , & ia utrirqua conditio ha- 
beatur, in quotientibus eadem conditio remanebit, ut reales idem fignum reci- 
piant, imaginarii divcrfum. Nam quum P dividi pefiitper i 2 .> ita exprimatur fjg.* 

fimiliter fiat P = Si ^ conditionem non haberem , fiaAa mnltiplicatio» 

■o per przdiAa conditione carerent .* M hm carent s ergo neqnc c^ 

‘rent S,'S: fed fafta divifioac q nollent es , fut f S ; patet ergo qkod erat 
'dcaenftrandum . • • ' ' - . ^ 


39. Si P,P ejifdem terminis componantur, fed ita, ut ia rcalibus figna fiat 
eadem , in imaginariis diverfa, erit P+ P quantitas realis, quia reales termini 

. dnplkaatnr , issagiaarii ez contrazietatc fignorum eliduntur . Item f. ^ 

eft quautitas realis, quia ez diAis P.^ — i, — P.y/ — 1 habent reales termi- 

* » - -- ! ■ 

•os afli-Aos iifdem fignia, imagiaanoi diverfis. AtP~P,ant — i-4-P.y^— i 

ooaftaot tolis termima imagina riis, ac proinde reales fiernt , fi aut muUiidica- 
vientur, aut dividcieutur per^— t. 

40. Idem diAum volo de fraAionibus , quarum numeratores as denominain- 

P P 

‘ tei eadem proprietate donantur . ,lta — + eA realis ; reducantur cni^nd 

. . . Q. O ‘r I 


. Jam-vero fi £ eA pmdnftem ■ 


P p p 

eandem denominationem , ut fiat ^ ^ 

IT C.H * 

leale,' P funt formnlz, ia quibua reales termini iifdem fignis afficina- 

4ur , imaginarii dircifis^^igitur tum numerator, tum denominator realis cfikAus 

— -■ — — — s quu redaAis teimmts pd «no- 


efi . Realis puiter cA 


Q. 

I 


— I 


£ 


dea dennainationem fit ^ — L, quam conAat effe rcalca. 


At 
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• HQ. 


curur locTJritM. 




«»» 


iu imaginarie funt,' >t fiiAa multi- 

9. a 

plicationt ac diviGonc per ^ — i , evadant mics. 


41. Venio ad dcmoaftrationcm «Sit fnAiopnra : 


MJX. 


dtmonftr indum mihi propono , fraAiones Cmplica Nfpondentca laAoriber 
z-{-b.yJ — I, — 1 ita efle afTcAa^ut lifinial accipiantur, & ad ean- 

dem denominationem reducantur, exhibeant uaAionem , realem carentem (ignis 

imagioariis. FraAionea ille fint -* ^ .... — . Ex num- 05 

*•' ' »1 -i . V 


nnftat ' •' 
ibtmulam, ex qua colli pi debe t valor 

A cfle M— ji N, 7 j — i y / — 1 . Pro 
4 feribt — b y/ — ly & hac peraAa_i 
fobflitutione quantitate* M y N cvn- 
,dant PyQ_y U hab^is 
P-^xAQ^tb’^ ^ iz=o: 


V 

eam trero,ez q ua colligitur v alor Ay 
effe M — AN.:^-i-b y/ — i -. Pro ^ 

feribe -i- i \/ — 1 > & quantitate* M,(V 
Gant PyQy ut habeas 

t I r 

P — a jfil byj — 1 = 0.., y 


t 

a« = . 


I 

P 


-P-V-l 


TT» 


Palam efi per hoc tantum diferre quantitates P,P, item Q,ylZy quod in ipGs 
termini reale s pras diti iint iifdem fignis, imaginarii autem , (eu qui multipli- 
cantur per y/ — I, habere praefixa (igna oppofiu. Ex duabus aequationibus in« 

oentis determinn TaUm Ay A hoz modo 
A= 

*bQ_.y/-t zbli.y/^ %b£i 

Oponiam PyP habent itrminoi rcalet iifdem fignis afieAbs,'ihiag!nariosdivef^ 
fis; Py — P habebunt termi nos r eales aficAos diverfis lignis, imaginarios iif- 
dem; ergo P^ ~i , — Py / — 1 habebunt eadem figaa in eerminic rcalUms, 
diverta in imaginariis: igitur etiam AyA adMinebadt stCtaiinos leaks iihleaiia 
fignis aficAos, inuginatios diverfis. Quaptopur fi r tfi i n n rt - 


» — ia unam fummam coUeAx coj U ^ e n t -ia 

z — by/-i ’ ” T*’ igdn 

4». Progredior ad fraAioacm puram 


U." 


vibi 


^-i-by/ — by/ — i .ff 

ia qua finguli fiiAorts Jmplices imaginarii ad fecund am poteft atem evehuntur. 
FraAiones illii refpondcntcs fiat • 


. Tom. II, 


^^b.^.-^i, ... 

R 


For» 
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FormulZiper qnu ex numero aS debeat demniiiM^e<|l<*i^ confiaQtium, font 

t — t • I •* 

M — N. I .^a*+-S 


M—N. s —b. y/— 1 
Pone ^=; — byj ~ evadu^ 

p, jg, ut fiet «qmtio 

P + iH- B = e, 

fi»i fl=: -r-r-^ — *«■' r» 


Fu StM^Areradaat 

I I 

; P.j^nt ofiet nr «quatio 


five 


— P 


^bbQ_ 


•Ab ^ — I, 


Ex -duabus cquatioaibut perfricuum en, tum quantitata, qua; muitiplicaat 
tum eat, quz non multiplicant, in terminis rcalibus przditu eflis 

sn;s ijrdem,fectts in imasinartif» Valores B,B rubftituiatuta primis formulia 
Ht eradant - . . • 

, * ; " 


-a 


— P 


M-S.xrbyJ-i M-JV.qjV-V , 4 x~Aby/-i ^ 

, A^bfl 

. — — a 


*r-K 


NH 


fira 






M-+- 


. r I 

NP 


— t 


^bbn 


— NA. z(j-by/-i —NA. e-hb^—t.^—b^—i 

Prima ex his debet eflie dirifibilis per — i,fecnada perx~~b ^ — •• 

Qnart, ^atnr J# . z. — by/ — i =R.\-^b^ — s,- '> 

Ab oQ. • ■ . . 

T r •k - 

y . Xj^b^p^ =y A.»-by/-^t. Quoniatt harum s»]natronum 

' 4 bb ' f • . ' . 

qaantiiata omaes habeat tcrmiaoi realct iifdem fignis affeAoi, imagiaariot 

4irer6t, etiam Jt, ii eadem erunt conEtione donttz. luquc faSit dleifioai- 
bas prt^ibunt 


R — NA.z — b 

In hae fiat z = — b y/ — i,8cH- era- 
dat J, ni fit S-b- 4 bbQ_A=o 

Speciet X , T exprimunt fennnlu habentee terminos realca iiidem figuUafiedoa, 
imaginarios direriis- Igitur 


r t I ; — , 

R — NA. g-t- b y/ — t , 

in qua pone :^ = by/ — i. Si R ^ 
radat X, ut fit S-A-AbbQ_A = o 


As: 


— S 
4 bbS. 


Abba ' 

luque confiat ia qnotiutibas A^ A lenuaM realct iifdem flTe Sgaiidoaaiij 
1 tM 
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toijdlverfis imatinariot; igitur idem arenietiBqoantiutilm B. Qpi{v<^|Mr 
fumma duaram traAienom ....jo j 


■/f ^ Axr^B . 


’ ~ HJIT - 

» 

.as ■ *— ' ■ .<^,V ‘Witi.n 

7 i—b^~i^ tu I- • - » >a *1 

evadet reaUt faAa reduAione ad eumdcm danomioatorera . — 

- 43. S! fadores — T, — elati effeot td pofeftatmi. 

tertiam, quarum &c. eadem metbedua perficeret demonftrationem , tamerfi caU 
cu'us co longior , aique implicatier evaderet, quo altior edet iaAorum poteftas. 
44. Ad e i-- nipiom p roponatur refolvcnda formula 

XX-L-iaX-i-»»-~bb.dlt rn r r ' ' ' ' . 'V 

— — - - — ■ . Ut factores umpliciorra Gat, pone 5c-f-4 =: m 

x-t-4. *x-f-aa*-t- ««-f-ti " { 

, V 


ut (nrmula in hanc mutetur 
Fra^onei iaventz fmt 




, Gve 


Xz — l>b. dx. 


Adx 


Quaotitu per quam 


elt determinanda A ex eu m. 4i.efl 

-X_\ — bb~ Ax. x — b^—i. Pro» 
fcribe — h ^ ~ i ut habeai — a d A 
H-i A bb = a ; ergo A=i. Quare 

fraftio quafita ^ . 

a: — Ay— a 


AV-t 

> -• / • . ' •c 

' ' r- A.- J ■ ^ ' 

Conftanaif ex ana. 41 . 




definiende eft per a^* — b* — A t , 
X+b * • PfO fcribe -4* b /” 7 ", ut 

a ^ ^ - A t g 

fi.l — ib A+i Abb^oi igitur A =: t. 

Itaque fraSio quzGta — — ~ . 7 
U ■ , ; bi/ ~ 

Duz iftz fraAiones ad eandem denominationem redaAtz, & io fummam col- 

leAz dant qnx realiy eft. Reapfr fi baec conjungatur cum 

, j 

quz oritur ex alio CaAore » , reftltnit * - ■ Ia bifee fi pro x. poaae 

■ ’ • • • X.' -t- A A i ' „ 

x-4-«, cognofees quid iu propofitt eveuiat. . _ 

44. Exemplum alterum propono in formula ^ ^ , 

- - . iB- a , 4 

X^-x + bV — 1 A/— I' 


in qw inteniends fint (mlUonw p#«lurpsrefpefldeBtet(aAotibus;^-t-A/I^ , 

=» 

A^— I . Hz autem fint 


K n 


Ax-b-ti.dx 
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irkvrai 


. Formula, ex qua determi- ]-- V* ■ * » Coaftaatee Jt^B 


z^k-h^ * V I-» 

■antar ,eft h — x . zrrbtJ—\. ,/tz+ 6 . 

Pane * — — i y/ — i ut fiat 

+ y'— 1+4 b‘*B = » ; ergo 

. B=zt^ •k~AbJ~i i ^ 

4 • 


dcccrniMBoc futtt per 

i*' * T ~ 

b — * . » + o v' — 1 , /f x+S . 

Pone z — btj — ut oriatur 
4 ^*V-r-r — 4 **B= 3 o; 

ergo B= AbJ—v. 

4 


Valore^huiufmodi B,B ponantur in formulis primis, ut babeu 


> * - 1 
^ — » . q — Av'""* • — 


— zz.^ — b ^ — I .A.^-i-b^—i, 

Si hanc laSis o pport unis cUcutis diri 
dat per *+A^ — i inrenies 

Z±£. il±±Zl + b\ - aV^ 


— ddo ^ — ih:{ y / — i — h z • 

Fro s (cribe — & habebii 

> C -- 4 

<»-jA ^ ~- i — A .^b =e; ergo 

A^-ill 


A“ — ^ ?:.ai +Ay^ — 1 . ^ 

4 

, _ 


— zz'.z -\-b t/ — I .A.z — btj — I. 
Faffis n eceffa riii calcoltt haBcdiridepet 
z — A / — I , ut babeas 

zi£-+iii-^^:ii+AWAV^ 


1 Tt ^ ^ 

- ; igttur B = — 

4 


i^ = AA. Itaque fradio quxiita erit 

'4 

~?V-‘-.a.+ AA ’ ■ ' - 
4 dz -■ 


^-hby/—l 


— A. z *-\-z b q* v^— I — A*z*. Pro z 
pone bJ — I, & invenies ' 

t f 4 I • - 

jA / — 1 — A\b —o \ ergo 

A = b t/—i : i«itur 
• ♦ 

B=— + =AA. Fraftio igitur 
4 4 


-Ia/— i.^i+AA 


quxfita erit 


-.dz 


z—by — a 


— A* *— » A* 

quarum fumma dat fraftionem realem , nempe ^ . d z , Reapfo 

A* * + A _ 

bzc (onjuniia cum fra£Uone — •. dz^ qux eft fira£fio coaveoiens faAori »7, 


refiituet fraftionem propofium • 


t a ,a 
Z 


. dzt 


4d. Quo- 
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4 ^ Quoaiaia raethodut bsc tudcm nos ptrdacittd doMlsninlu l6f«ritb> 

' , I ' j td» ddt • • , 

mtut inugininu, mmiruiB vel «a 7=s^+, p=^i S®* laiqra» dat 

.. ' I g- v— t — ■ • 

± l ^ x-b yf^i ; vel >d 

* * a; ^ »/ — « ,s — 

qnx integrata prebet * ^ ^ — i — — 1 1\ — — x , exi> 

c. c 

ftcate —c fttbtan^ente logarithmica,neaioria retinendum eft,qDXnam fitquao» 
tltas reali» tb hi fce logar ithmii imagi nariia exhibita . Quoad primam 

— / a -l- i -H — / a — * v/ — 1 ; fame difierentiai 
« c 

^ — - ; Ius ad eandem deaomi nationem perduc, ut 
z—by/—t ^ 

fit quam fi integres habebis —/v/aq-+->t; ergo- 

a; z -i-b b c 

Iz-^b^ — i-b-lz — b y/ — I = a/y/ j;g- f-^i; ig itur fumma duomm loga* 
rithmoram imaginariorum l z-b-by/ — l z - ~ky/ —i e ft lo garithmas » 
^z\-\-bh bis fumptus. Quod fi fefe ofierret Ib^ ^ i-b-^-b-tby/—i~3,Ja8tm 
difierentiatioae haberemus — =— — — _ —tczdz _^^^ 


by / — iH-a by/—t — a 


— bb—zz bz-b^z 


& tfta integratione / i — i-+->i + /by/ — i— a=i / ^^fr^+q^prorfus nt an- 
tea. At formulx feqnentes i m aginaria cont inentes imaginarim funt' * 

tz-b-by/—\ — — b^-i^lby/ — i+a — Ibyf^ 1— a. Ofteodamus in pri- 
ma. Diflerentietur: -= — — : reducatnr ad eandem de- 

z+ by/ — j z—bij 1 

nominationem, & fiet — > *i'>* profeflo imaginaria eft. 


47. Venio ad fo rmata m altera m ✓— i./q-f-ty/— s— y — itz-by/-^u 

. Cy/—\dz ty/—\d\ zcbdZy %{ 'bbdz' \ 

‘ 


X c 


fume difierentiam ~ ^ , “ir, , 1*- 

z^b y/—i \-b y/—i, ^yb-bb 

quat arcum circularem , cujus radi os "=b, tang ens =z duSum in "j" ; igi- 
tur y/—\ Iz-b-b v/— 1 — ^ — i Iz — byJ—i eft ad arcum circularem radii 
b , tangentis n , ut dup lex mngens f yftematis lo garithmi ad b . Idem dicas vo- 
lo de formula y^— x./ i-j-r — \/— - i — g,ntin ftituenti cal- 
culum palam fiet. Verum formulx \J — i .1 z-b-by/ i-+-V — 


yj — lA — x + ^ 4 -/— X Ibyj— i—z imaginarix funt. 


4 ?* Ve- 
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.4L Vttwhm ^Bftoiaa «B nCslatiow bSumm 
tts finpliccs nsIr orioitar, qac a 4 mia dK^mlu dedi 
'itt BciiJirei ■6(i Videntir .prtetefmitteadg » Yari nul » 

k — z ae<)a«l«( fut 1 //«w— s«. Uoc qniMmry 
CMftat ei tbearia ta^^ubmomoi, UoeB diftrentiuit fenaalM eniM»B S. O» 

fcrentietur prim* ; fed bu|m inicgnile cft >/ b\ 

c^igo; eadem methodus valebit id fecunda''. ’ j’ s -.vta vi-o 

'' 49. Formula l —Iz — b ex logatithmica theoria = * 

exifteotc f protonumero ryAcmatit. Sed videamus quid per inetbodum didcm 
j. .. r- rda cdz te bbd^ ^ , b dz .« 

S + * z—b b,^3,—bb’ ^ z\-bb 

l ogarithm ua analcg os , cujus fions totos ~ b y cotangens = z ; ergo 
I z-h b —l z— k «A ad bnac logaritbmni^jK x c : b . Similinr 

- - If ^ 

,/b-t~z — ib — z I quam effis cooflu , diSlreotietur Bt fiat . 


fdll. 




t c 


d-H -’d 


^ fcd J - f j efi logarithmus analogus, eu. 


-zz 


bk — zz . 


jcs Unus totos =zby taagens =z; ergo tb-k-\ ~lk~z eft ad huac loga* 
riibnum, nt ae:d. 

So. Si io offloibus formulis, de quibus egimus, pro o pooamui aut z-t-e , 
. aot X », 4 ^ eadem oapniao valebuut, dummodo ubique baac iubftitntioBeffl ad< 
fcibcas. ..... 


• CaTVT NO NV M, 

Do calculo logarirhmico , & exponentiali . 

t. T N Bolvcffe boc apite fpeciu c defigoabit (yfiematia Ipgaritbmici fubtaa- 
J. gentem,/' protooomerulo , e bafim logarithmicam, feu numerum illum, 
'CO}M logatubmoi sequat protoaumerum, quarum quantitatum duas quolibet ier> 

tiam detcrminaat. Docuimos capj 6. Dum. ap.diffierentialtm /x efle — , & 

contra iocMtalem cfie /x. Hinc difcimne (/x)’'’diSrereotiaffl 

' * * - ^w-4-i 

. . .« — I edx . , f/’*) 

= xif/x) . , fc varfo vice (/*) . lotegrale = -7- — • 

H X ^ ^ m -+•* 

rma formula quztibi^c, quz aea contineat nifi / x, aitllo negotio di/Tereatia- 
kiur per rcgulu traditas , fi fptdletur tamquam diffinrcntia t x * 

Ita 
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»n 


Iu j/« # — (/*)* habebit diSerentiam = — - *^** - — - rE contrariofjri 

— (/x)* 

^ c ^ X ^ ' 

nula, qiue non includit nili /x, & ejui difTerentiaffl — — pr3cdiU'fitcnii> 

ditionibus, quas fupra adnotavimui , integrabitur per logarithmos, atque adeo 
fn quadraturam byperbolx; nili pofeat przterea circuli quadraturam . Crito» 
rium cognofeeodi, utrum illis conditionibus donata fit, ucile eft. St ezpedU 

^ dtf X ^ 

tum; pone enim /x=^. St — ^ &£laqae fnbfttitutione oiietur fbr« 

mula expers logaritbmonim , quz utrum fit integrabilis algebraice, ntrum de> 
pendeat ab bypcrbolz , circulive quadratura , ex regulis traditis lUtim cogno» 
fets . Sed baec &cilia fnnt. • 

•fl * 

a. Difficilior qfl fbrmulix .(/x)’*dx, quz tamen per logarithmos inte» 
gratur, quoties x fuerit numerus integer; & affirmativus Ut eam integrem 

nffumo formulam x^(/x)^, «jnfque diffierentiam accipio hoc modo ‘ 

Dx^ (/x)^=px^*dn.(/x)*4-fx^(/x)*~*. Qu* siqnatio ia hunc 

modum diftribnenda eft , ' . ‘ 

Sx^ * (/x/idx = -i. x^(/x)^— L£Sx^”*{/x/~*d»«.Fiat i=»s, 

^ P . 

f = »,& exurget Sx*”(/x)Vx== * 


l x)”— _?f_ Sx”’( /x;"* ‘dn. 
»1+1 


^ - m+s 

Non mutato valorcp, pone f=x — i, ut habeas 

S x* ( / X )"~*dx = _-L- x”’+‘ (/»)*"*_< e Sx”* ( /* )*~ X. 

i»H-i m-ht 

Fojae p = X — a^ eritqno 

^x^^^C/xy^-^-C^IZicSxC/xf-^dx, 

w+i xs+i 


Sx"'{/x)* *dx=r 


Fiat f = x-'3, ut fit 

Sx"*(/x)’*~*dx= _JL_x"*^*(/x)"""*— (lLlli:Sx"*(/x)"“+dx; 
Hf-Hf -* 

Atque hoc modo progredere, doMC exponens (/x) fint =0s quo io cafu 
rima formula provcnkt abfoiutc integrabilis, Dtande legtedaie ,ts&ilgu« fub* 
fiitutionibus invenies . . > 

I _ns+i,. ,,x. X 


Sx’”l/x)*d»‘= -JL-x**~^\/x>* 
WiHr*l 


ex 


(/x)" *+^ 


w+i 


m+i 

x.x — i.x — a i xi+i 


■ ( X 


(/»)' 




»s+s 


I.." -f”x'”"*-i. Signnm fuperius in sltimo termino vijet, fi » fit 

-»+* , ' r ■ 


« 1+1 


par. 
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Li T%1HVS 


fUf inferiui fi -fit inptr. Hzc fermuli ioutilis prorfut ersdnet,fi i; 

fed ia boc cafu propoGu ia hinc mutaretur (/n)”.^ , cujus fummatoria 


B-i-l 


— r. 


»-Hi .c 


. ■ 3* Si ’* wct negati vA,n io potitivam muutatur^iit formuln integrandae* 

Tidat ; tunc aifumenda eft f negativa , Ic ita difponeoda formula , 

,i|az in auziUum vacatur 

_ -I 


,f+*‘ 


.tum f + i=»> ut proveniat 


x^ — *dx 

— — h — .S^ Fiat perpetuo p — i = in, 

C/x)' ” 


"* J • 

s 1 .^:= ■— IL 


m-Hi 


m + i 


(/x)” ■- »— a.c ( /x )" * 


x**id X _ 

. S*- .Ponef+i=«— I 


x”*dx 


— 1 


w 4 -i 


B— J .f 
W- 4 -I 


(/x)’ 


B— » 


» — a, e 


(/x)" 


nt , 

X (/x 


— I 


»H-r 


tt— a .f 
, w-t-i 


(/X)" * 

. S Fiat f +i=B — a 


(Ixf- 


X dx 


AaalyGm pi«i 


B-J.c (/x)”~* B— j.e * 

duc, donec exponens Ix zqnet unitatem; G enim ulterius progredereris, inci» 
deres in quantitates iafinitas. Deinde &Ao regreffn invenies 


rn J 

S 


(/x) 


(m-t-i 


n—ijt 

_a 


^TO-+-l 


(fx)” 

^»w+l 


( BI-+- I 


m-f -1 


»— I . »— a. f c 

M— I 


— 3 


«••• 


rn-t-i 


-I .B — a. 


(/x)"-» 

■+siL^. Q.U* 


n — i.B — a.B — 3 .C (/x)‘ 

• • ‘ . ' ' *"'jx ' ' x"dx 

formula ofteadit S dependere a S — , Si b efftt numemt fndus , 

(/X)” 

vel poGtivus, tcl Begbnvna,.anaIyGs um numeri fuperloris , qnam przfenus 
nos deduceret ad feriem infinitam .■ ex duabus autem feriebus itlam ufurpa-^ , 
quz provenit convergens. 

4. Si difierentiandtts fit;logaritlmm lopritbmi fcilicet /./x, qui ita bre> 
* »a* t ' cd^ J 

vitatis caufa fcribi poten T xj ponatur / x=.lt/i ergo /x=:^, & j -~dy, 

iPrzMtea D.fx sr £ — ^ Quapropter integrale erit/*x. Hinc 

S 


Dlgilized by Gooj^U 


>C4Tirr r 

* * 9<»*u*« fcnMh'^ ' ladbiat ^ 

,f r7-,h/-^H ^ «B. 

^"» diftrwtttlt 1 » ngalu- ovqfitM tndbbitw , Ptctam 

(#«* y*>( /* »• )". fi » fi» iilawnti ffltegft fic ^iTW per logarithmij 

tettgnbittr. Pone caim /»t=jr; (tm fi>rmal/la Iuuk nutabitur 

fiw pofit» » aiinero ioMgra, fit pwuita az auak a. iaMsntnf. Siniii noth 


— . nod« 

iavcnin faabcrt diftrcatiaai z s^ , & gea«ratln f» babcbit JlfT» 

1 0 ^ a./j» . ^ ^ 

RBtian = — , f u >* Ii vkifin hajat intef^e = H*e 

fttii fiat da qaaatita(i|MU logaritbniicia. * ** , 

S> Tnaicabiiu ad ujK>ocBU|lo*4i>« oriBatar.duB a logwitbnia fit traa* 

’ ' ir >*• 

ilui ad auanna. Sh prianm 'cqoatio m lnselg^ ex qua / ^ r=V f/ 

argo tiAa tnafitn^ aoaMrot fiat — =tjr, fira **=/'*““ m fit 

Itattaa dat», & ratioBtlu,'cquatio iareata^tA algebraia ^e)urque coailnt* 
«n fit ^ regutti caicofl cartcwi . Vcrun fi » fit dttut qaideta, M Irritio* 
Aalit, aquatio codiplcdttnr quantiutei axpooeatialaa , quz cxbiberi doo poJunt 
W per^utqapi^tNi^ttuil^aotcmr Atque b*c. ad 

pruni^ fc lonnu clams qu^atiuium cxponcntulium, qaarum expooe#tcf /uoe 
tttOMO «tiriciaita. ' id«« 4ia» valia #9 fratniiori • s^vationM 

n m 

S ’$t. k*f^ , ^ , 

■=y, la- 


«i® . tradfiiu ad auBieroi'fiat 
V* fi » = — at-l-f, proTcaiet k”*s^s^ */» locun ooa habet protona- ^ 


.m-H» — i 


t. 


i» togaruhmLaecipiuBtnr. (( • 

Ut appareat qua;nctbodo bujnfiBodi zquationci ad conflrliSionen pcr- 

^aci pofint , ,^uno coaftraendaB^jMjuatioDen *j'^.\5= T/anfi a na> 

nerii ad logarithatoi, ut iiabeai ^ a./jr= /jr. Dcfcribe quamlibet logarichai- 
^ ” i ( a* ) fubaogentaiB f qus arbitraria praot ubi commo- 
auB iBcrit aiccipiu , 1 b aa luau protOBununm AEe=/. Aacipe quamlibet 

f? 9|kJI“* •», Aqualis A E = ^k. Faa ut i.-y^r^-AEi AF, 
AlP= ,/»./jf=:/^'arw FG=:/. Huic pone C H cqualem ,cugra quae- 
fim traofibit per punAun H. Si fiat b^ABzs/’, erit /* = «; ergo etiam^ 

//=iq; ergo lfi^^J^ igitur BI ordiiuu curv* quufitz » puiilo B 
erit zqualis pr»omrrO. Si vero a a: a, cjut logarithilniJ ertt lufiaitM. 
Bcganvos; ergo ethuB Ij/ergo / = », quare curva traBfibit pcf puaiftua Ai 
^ Tem. ii. S • Cea. 

b ^ 


C' 


"1 




L9*S jT \ l'Uh[riS 


ConlUufiio iuque docet , curvam incipere in pundo A,progt«di per I ia H, 
It reorfere* iii laiiakpnv. Qtoniam «aro tam #f, qaam / accipi poteft tuilu. 
poficive, tum negative curva conflabit quatuor ramis AH, AaH, AaH 
A 4 H limilibus, & aequalibus . ' 

"Nlhii M'«i1flcile iavaalre methodum diScrenttandi hujurmodi quantita- 
tes expoaeociales. Sit ^luncius Pone 3 /** , tmni 

. j ■ _ I- /„ . r..— j:ar • . 


ad logaritbmos — fume diSereniias - 


Sabtangena fylU* 


matis =sc per divifionem ab eqiiatioae es>ellitar; qnod indicat, fogaritbmos 
fami polTe ia fyAcmate cujafcufflqnejhbtanjen^. H^s-itp^ 


ert» 


mjidit 


V I . ' 


ijjfi Sed ergo 


W — I , 

m .. Jx 


fW — 1 
¥ » 


— djit 


• • ^r/ 

»** ^ dxz= ^ qux eft dtfkrentialh quzfrta. Quaproptar regula 

Alfflcnd! difierentiaa In poteRatibus ratiooaltbus , valet etiam in radicatibns, 

nempe _difiertnua ,x”* xquai [dx, vies verCa kmmatQaan’’'^»: a» 

iw-S - 1 

quat , quicumque fit sumerua it* vel rationalis val irrationalis, dummo* 

fn -+•. 1 

do conflans . Sed ad alias exponentium clalTes gradum faciamus. 

8 . Sic aquatio loguicbmkae tx=j). in bac nunquam fiet tranfitus a l» 
larithmis ad numeros, nifi logarithmi in utraque aquationis parte reperiantatL 
quare introducendi luat in eam partem, ubi non invemuntur.Quando /e=sA 

logarithmns enim bafis logaritbmica; squalis eft protonumero , erit = t^ er* 
gojf=-^/e; ergo zquatio aflumptn hanc ^onnamaccipit /xza-^/e. Hoc ar- 
tificio, quod tum protonumerum , tum bafim logarithmicam couitam requirit, 
introduci. s in utramque partem logatithmis , traoicuadum eft ad numeros, ut 

i. y 


= , In qua ratio con- 


proveniat zquatio exponentiaiis x = — — 

ftans ~ elevatur ad poteftatem variabilem — ; ttque bsc eft altera claib 

quantitatum expop entialium . Habemus itaque aequationem logarithmicz per 
quanritatef expone ntialcs expnUam. Sed equationem univerftliorein triAemns. 

Sir zqnatio = -^ / r; igitur faAo tranfitu ad numeros 


n itl 
<r -X 


y 

P _ 


/T 


— I y 

» .7 - *■ 


/• C- 7 - ) 


T 




f. Qjio 
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, f. Q» fith banim ttp Me Britli«i n diCenfttU ft iicd|i« Ai ; ictiihti« 

4 

inJcfriMi diAicMiuidA ^ ^ ^ btlh^. ^ P^vCMiuMfm 

■v^ ’ ' ' 4. f < ■» • ♦ JL . 


... -p - % • * # ' * e* 

fyMinttb Joganthffliq. Pmm «a •qaAlea-^, u fiat ——.=«^1 ■ 

- • ' ^ * : 4 * • ; *r )* *. *^ ’ ■ ■ - ~ ^ 

ris' graAm &c ad Sogarithno* X/«=j^=/ir,dlflbcada Jj/ = 

• J : •« “V ••-'t.tf:.-. ■/ • • ■. •'.ri, J‘> ,• ■'••-' ••••‘- - 

‘ J 


k dividcado per /, .1 . ^ = y ; atqai y = ( Jjr /; erg« ♦ 
\-^.= -:r,qnxeft differentia qabfita. Hiibcbis itaque diiereatiaffl'^oa'a> 


7 " /■ PMC / . = • — 

•.:, .* *t ►-.kil ai *. ,.'|>3 .« .1; iJ 

******* r*^"?®****‘i ^ y » :* •*’•* «aitlpHataBf per /y dirida^'^^ fytiil 
BMiii iogiriiluBiel fidnaagemere . •Q«m r<t operatiaoea natrariaa fumnatg! 

fn» aaiy fc «a«i , ) ..>. m 

•M / a py inMia n >tii0itiii|a««B* 4 .(r«atr-wj« iro«!.-iaiw<«a))FM 

a^-jrd . , Iwc eft eadem qgaadtai «rpOBentUit d|^U - 

SahM lutem iytiemitii dita eft, ditit ImH logarithmica 
* ft awifw . Q(»ad fi daaemiaator expoaeatii noa fit protonomerus /, ut 

.rf »».... «iw-. fep fa»l , .^-4 

w.fapoiwatjiU (r»*)r., taac ezpoaeas mutetur iufiraaioDem,eD)« dnominiw 
. am»iia»a^ au uuim mq atht > i ^ ^ 

tW */, fc«» XisAj «it ^i)^.HuJsdlffereatiaerit = (l/.^ ; 

l|iMMa|P .»*>■<• a p » i»dy ji , r. ^ ^ ^ 

*?*! *%eotia C,,yt^ ar i j li ,- ^ ' ) * fieificet qoaad- 

tas «poaeadilit diiAa ia differcadara urpoaaMtt multiplicanda efl per proto- 
ttumerum , ft diWdeada per lubtaugeotem fyftematu. Coacn iummatorii 
«.iqZt : J»sd i - ' 

m m - _ 1 ^ ^ 




“*•* ^ tt^ueatem yiriiHlem oon fit rati* 
e. /, auus iogari|fimMraa protonumerum , led ilia qualibet a; 4 , ,bie me- 

•!■* fiifeiBtIa dcMMifiatnr. Fottc er^ fiAo tranlitaad 
i-r ’ S 2 i«- 
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|49 ' Kt- .T UUUS. 

r»-J7A=s/jr, 9i Jifcwtitt «iMptit , 

S ^ f * 

r J 

^ f / ^ f ^ } / , - ; * ^ f. A * 

^MB fft -dmtfCMta quxntt. Ta iiic qtiiinqaaj^ 'bans togknthmlca , & protono* 
meros boa vidootur locum faabcrty umeo nunquam invcnia /«, nifi illis 

. ^ V _ .. / 

f * , ' ■* “ . ”* » ' ■• ^ ♦ * * 

dcteraiaacis. H>ac difci», qaonodo integranda fit formula (-j- ) dy; ejw «• 


ain rucnmatoria — SS. 


— f*lL 1 


m 0*»« 




II. Quz ha6lenus tradita fniit, fufliciunt expeditam regulam ad differta^ 
tiandas quantiuccs expoacotiaiea hujqa c^lii», in qua qaaniitaa eimnda adpo* 
tcfiatcm fit conflans'. Ejns eoiiii difT;rea‘tia 'en Ipfa quiintitas expcnentialis du> 
Aa in differentiam exponentis, & io fraAionem conflantem, cujus aumeratpr 
clt differentia logaritbmorum nuijuiMMi^ & deuminatwia , divifor *A fub(«#t 
gens fyRamans lo^arltbnitci ."^x dppofftb quantitatis eqpooentialis duAz ia.. 
difcrcBtiam exponentis IuBmAMtiaa^liaM«> ^ aaw^iid <ixpn»awialawi ank 
tipllces per fubtangentem fyltemitis IbgaritBinici, & dividas per difireatinn^ 
logarithmorum numeratoris, & deaominiroris. Hc autem mguix valeat , ta« 
mctfi quanutatis exponena ht 8c.iji(c qnan( 4 *s expodeotiaJif» Etenim qnxmxd* 
modum ex (raufitu a logantbmis ad numerat Oriuntor quantitates , in quibat 
exponens cd variabiiis ; iu ex* daplioi nanfitu- « Jogarithmorum l•garttbmis od 
numetes nakustur qu^otiiata^ iqaHwa expaneaii«fl tjuMtikas exuoacntinKs . 
Hzc, quando quantitas elevanda ad poreflatem variabilem eft conftans , in ea* 
dem claffe conllituiiur, fed ad fecundum gradum pcrtiowe cenfeoda eft. Si ex* 
ponens fit qutMitas cnpofMMialia-grtdua fecandi, ipfa.ad tertium ji4d'M 
tinebii, atque ita deinceps. Hz omnes per eamdem regulam di^rentiantur. 

K..mque exponens, ponatiufj* -^^dei^ difenatig^ fuanuar ; de um pro 
fubllitue differentiam exponentis, & habebis diftcrentiaib quseCtam . .Quoniam 

— V 

lucem hsfe ' dHkrtntia expreffii fdt \ eft'«qoafl» (— j* f^V-r 

(iiluas valorra ~^'fiixeawt differentiam sequare^ gX|wneatialcinu 

duilam indifferentiam exponentis, & in fraftionem fient regulil prs* 

cipic. Eodem modo probabis, fummatoriam quantitatit'ex.jmwatinNsc«iafcB|n* 

^u: gradus diiAx i» diSereAUqm.aronaotU a. > .q tatiqtem Ipfam 

exponmrtialem.- :• 

II. Antequam progredior^ advertendum effit judico, quantitatem exponet* 
tialem, sqjnA,«WBj»i eft Ingarithrous ftoaniiwtija v i gig li i |:y*ffe''«lfvabratedm'i 
aat expdneatialcm 'primst, daflis, ac 'proinde ninplicins cxpnmi poiie. Ajo ita* 


r ? 


qus 
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-e 

“ — A * 


• *C Jt f UT - ^/V'0 N VM, • ■ •f4i 

•■ 1*-'*^**^ «/y “* '■ mly ~ — • • ' »1 


qae priBUDi 
■omtru 


r ■ g f ^ 

'inuDi ( >4-) ^ = — • PooMu'’ (-7-) ^ = -7-; «g® fcA* trwifit»# 

' > V- /* f. / ' ‘ -••• 

is td logirUhinos ii/^=/a^. Iceram tnafi ad namerat , at babees 


is/y 


nly -L 
LS 


> ^ 

Fac 


= ergo(4) ^ = -^.QrE.D.Ajodcindef-l) ^ 

— * . / /■• t " t 

• ■ ' t ^ 

■t fafra(-4) ^ = "T" I ~ — — • / e = / » »' flee prppfer » ^ ’ 

^ ' !L?.' , *!L/ 

jr/" 'e * '•» — ■ •* ■ J 

— ^// = /s, fc redeundo ad numeros - .=»;igitnr(-»^) ^ ~^~v * 




‘ ' — t— 1 

j . d • fi0~n j» . / » 

— - ? 

^ —J' 


Z'f 


li 


nl9 


^ £. D. DsBHaaiof-4-} ^ — s=s=r- P®“« “*«"*«* (-r"^ ^ ~ T" » 




ft ft^o uufitu dd logantbflM B ^uuor» tM~ lb & ad aumr 

► ' '• •■* ■"' *^r 7 « _, • , e »T — — «fjK. 

n . lt~~lb ^ n. t " ^ to 


foa iBdeundo ■■ > ■«> =i .■ ieisur ( i =L^ r-?>Qf £• D. 

Bhap^Mi I <<■ vfp m-t.T V .’ idlMMBoM 


'^-«‘•yOnSi tereti ^oButimaiB esfouoBtMkim bebetur, quam noi fbUme» 

poDcos^led etiam QuaQtius eft variiibilit. Hsc qupqoe aawiiur.duin fit tran- 

fitus a logaritbmis ad aimeros. Sit «quatio ^/x=/'/^, feu-^7x = /a ;etgo 

't' • > *' - 7 

''-iP' sxS .* --5 
jy aufim ,qd aijiiacroa.* 


7- «dtj; . Ii: <y , ' •- J 

T~ eof^iu 


^ UJ lfu j»» ll /■' j. > *? ' { 

eiobilli dmt»'«*-pate&sflM» vitnbilemt' Vtdeamu» primo, qaaaodo diffitieB* 

» JL JL 

fitf-i>^?v Fac 'eam «qialem i, ut •arf.l*^' 
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fitii fadlo ad lo'giricbmos-4-rx = l 2 ^ & diScrcutiando^—^-t 
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, !Li£lJ^±IUbL ^g. pm ^ fuUBtm 4« niotca,* lubdtb 


t ' JL ! ■; . C5i> •, .- » . 

^ X j/ 


, . I 


I '.. ^ ■ T 


JLy *^~*'** * =dz, «ux «<l diffiffcttia qoxfita. Qaiia auteiiL; 

/'■ f ,. • * «-y> '» » 

^ =iDatxt diiltreatia qautiutis C *r brevi» exprimi 

. . 1 . X - . . ^ . V. . . / 


J[_ ^ 

po«rU(-:^_)(^ *~^ ^Ittjtie.t contrario fommaiorta riifirentialis ( — ) ^ . 

- JL » .t *. 

Hyitt 6u ~x. . ' ■> , . 

iV Qaori fi diviforcs' fi-aaionom non cfiint protonnmer», fed alia qiue. 

JL 

ff ^ 

cumque quantitu vel data, «cl eariabifii; at accidit in ( — ) , noc peno 

f u 

J. z±Jl. u 'j- := -?•$ «* fcwnle »■ !»■« veitttur 

p f 1 t / 

u njj_ ; 

:fattdat(4->^*^^ = ( JI.5*.^i32«t^it==^,&ri=f*-/p< 

.«1 c, p t ■ *; f- 

”• _ 1/ — — 
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reatu 


CTgo dificrcntians qiucfita invinjstnr 

n difiereatialis quantitatis exponentialis hibctnr, ^ eadem ifultiplicetnr primam 
^ fnftioacm daiiida per dirimatiaie cxponeuit doAi ia Jogarithnonu. 
BamcratoriT dcmptcTlogarftbnui denoiainatorr$ quaetHatls elevaadzVCoatra.. 

. y -■ ■'*' r "lt.e ■ jpa •' «5=.^^*« a> * w 

( JL) ^ . D J^. t>r^ip habet fummttorum = J-. (JL) 0« regni® 

ntLtnifcfiuni eft loram' babCnt, tametfi exponens fit&ip^ quantitas nponen- 
tialis cujafcumqne grad»« ' 

ij. Si autem coaftroenda fit curva, cu|us cqnatia fit expoacatialis,opor^ 

mnJstquationam uaailacta:* maMir .ad lo g i rit l s m ot oumsti» Jogerirtwiiem 

jr * 


X T ' ’ 

comm diUaane. EMHtpIam frabcat seqoMiti.(.^X =4 ttiafitn 

ad lofsriihnMs fii J^/x==/f=/;ergoy/*=//.IaWnit*Mm,NB(F«;a.) 

*' • * * _ _ 
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feff id angoloi re£los fecent, Sc in hU acdfliaiuur C A , Sc broiea* 

tur qiudiau CABD, cabd* tum delcribaatut_liypcrbolz'<ippous 
mbn. Eziflentibus abtcilEs C b =/x, erunt ordiuatz EF=/. Prgetem 
afymptotum Cn dufcribantur loeifticz nDG, adg tran^uuea- per puottaP| 
d. Minifeflum efl , ordinatas EG=x, eziSeotibus CE ==/«.■ igitur ordini* 
tz ad byperbolam przbent y ,ordinatz adlogyAicannzhibent x,quz duz funt 
coordinatz curvz defcribendz. £z bis apNret jr nullam «ITe, f x Iit inbniu. 
decrefceocibus X cfclcunt jr^ut tandem innnits fiant, (i x=/. Eziflente x</, 
^ fiunt negativz, & imminutis x, ita ^ crefcunt, ut fa£la x = 0 , iplz infini- 
tz evadant. Qnod didam efi de x pofitivis idem prorfus dicendum de negati- 
vis. Quaproptet bic invenietur progreffus curvz quzfitz.ln K ( F/g.j.} la.tu- 
tat ablcabrum initium, ad partes P erunt poluine, negativz ad partes p.Ab- 
fcinde K.H, Kh=/, &*per H,h age Q.R, qr normales Pp. Curva in duo- 
bus angulis PHQ., pbq przdita erit duobus ramis fimilibus , & zqual bns 
P Qi Pli quorum HP, HQ.> bp> bq iunt afymptota. Przterea duos alios 
ramos habet fimilcs, 8c zquales KR, Kr ad partes ordinacarum negativarum, 
qui pariter accedunt ad aiymptota HR, br. y * 

\ 6 . Secundum exemptum defumd ■ fcrmnla ('^) tranfitos 

a nnmeris ad lognritbmos, at oriatur — /x = //, fen >i:f::lx:fjf.Exh»e 


git Mi^naMn tonUmna. Ad a^pcotnm MA^C ( Fgp.4. > dnfcribo 
louritbfflicam BFL, in qua accipe BA = /* ^ut eft protonnmerus . Accipd 
Al = x, ordina lL = /st, tam duq LM pa^elam BA.Jjinge IM, cni agn 
parallelam BN;crit AN =/y- ergo NP=j. Hnic ai^lem fQ colloca ad an- 
gulos redos ad A 1 , randum Q. qnt >n curva quzfitn.Ut curvz piogrefium ob- 
tineas, nbiciade A C= A B, <t excita CH noroMtem CA. Tum abiunds 
A D Mnalcm fiibtangraii lo^icz. Dudit DF, FE, inveni per confirudi» 
»«m effcdam jr cozvsatnzttm ahCcttfz A fi. Ea autem fit ^G, Curvg nrzdi- 
U efl urnis dno^, nempe nmo GQ.H,qui magis magikne accedit nd CH 
ejus arymptotnm, & nmo GBK crtnlcnnts petendam 1 ^,-ft nncedenM ad 
afymptotum AlC. Sub logyfticz afymptoto AK,nbb curva prorfus fimilis. St 
seqaaHs 'psinri antur cz tuicrieii Isi^itfamica. v 

17. Antequam calculum czponrniialem deleram , opportunum eft aliquot 
theoremau demonftrare, quz eumdem calculum conjDoguat cum calculo finuum, 
& cofinuum um bypcrbolicorum quam circularium. Hzctbeercmata hilM qua* 
«■or ior mutia eniMinsotnr, in ^ibni f fiMP tetut -r . 
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19. Sinaili aaethodo deno allfabis fecuBda m, fornmiaaa quia aodcB faSoaal* 
culo parvcaiea ad hanc k n — j^\ ergo diifereatiaBdo 

i^=, — isM = 4 .. k fJ!.=i-d&=. 
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fiua ezhibat logarithmum analogam oxfraftuB fa co fi aii m i^tor 
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2a> Far «aicolaqi folnotur aliqaot pr«b>cmata arithaictka, 

^ux aiia. ratione m Aiai pofibnt. Sit problema primum. Ex vafe =« vinO' 
repiatu haurtu aMBfwam rsAy.gb-a^iM oaFlcAi tam fecu nda m menftfrom adi> 
f?».* aqaa fappieo, quod ademptum, eft; ita iit in terna, qmrta &c. menf» 
Vi/ quaentv qnoc mWars bawiaadc fiat , ut in rale reituua fit vint quanti* 
tat =»o. ' . .ait*- *• , T . • -w 03-.» 
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Hzc fatis fiot de calculo' logaritbmico . 
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Verititcm hujalict thtoixnutu demaaArafimw «on foUiia qitom •xpoaenimcft 
anmeru integer, pofitims, qno in cafu feries ibniaipitur , & fidite eon* 
fttt numero tcrminornm, fed etiam qnum m eil negativas, & fraAtu , abean> 
U ferie in in£niura. Vemm fi m fit numerus iuriius, diximus, demonflratio- 
atm perfici non polfe fine' calculo infiaiteTimali . Nunc poft traditam logarith- 
norum theoriam promiiTa folvamus, & compleamus demonlirationem.Quamo* 

brem dividamus mquaCMoem, de cn>as veritate inquirimus per ^ at fit 
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Si ab-bac.aBquatioBe qjicias divHbraa £iAa,jU par «B,.caagrna aaulriplkatio- 
■e, invcnici 
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Colliga in has fecunda parte atqnationis in fummam termtnoe fimilca,&babcbis 
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idenrica «ft cmr ^ma asquationit parte» IdeMiaitac aotem hsK fiuis o> 
iKDdit, cqnBtioaeai iilam ptima^ ex qua eolligitur, veriffimam eife; naoi ex 
fcac identica mquatioae regredi polium, Uldemqua reftigiis infiftcndo thMrema_u 
•evnoaiaaiim deaonlUara. 
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De' calculo Hnoum cofiouutn , Aule integratione fortnulaiuni^ 

io qoibuB difereecia logartthmi analogi, aut arcus circularia 
' multiphcatur a«t dividitur per fious,. 

. Ac eolinus-. 


9 jnErutilet rtne fnol fbrraQ!z fj^ftanm ad fiaus; 8c cbfiaus arnium , Sr IcJ 
MT ganibmoruoa tMlogorum doAorum in numtrum n , quas exhibuimus 
Tmi» i. Caji. ia.L. V«rum deiBonftrationesprotulimas pro bypothefi numen « 
«MMnaiis rei integri vel fra^V vel pofiriri vel negativi. Dixmos autem pro 
bypothefi m nameri fnrdi'' demonRratroneor petSci non polic niG per calcuiuoi 
iniinuelMaaUai. Ul autem. hanc ia pisTentia exponam ope theoriz logariibmi.i 
cz, przmitto faoc lemma. Vocato linu toto =t>, arcu aus logaxitbmo 

Tthr «quatio — ‘ . r * ^ f quz eodem modo vera e(l cum 

. r 

in arcubua,. tim ia Jofiritiiraia aaalous, cum in finibus , & coliaibus circe» 
luii|<u, .tam ia bypcrWida..Demonaratar autem. inlpcdis- figuris in 1'equcu.* 

Mia modnm . , 
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imMiia ‘e= Ci.m.dS-b ^ — St.p*iCi.M' q , e;, fl; ■ • ' ' ’ * 

3« b eircal^ai^ {Baaa.GAPe=(A«»*.) arinag; GDF-f* temiftp 
ftve •+'5— Jf./ivdCr.^. Appaoitur fignom^i 

quia CMfccnte le£lorc, decrefeir cafiiws.f.e)afquc differentia eft . negativa . I- 
ghnr accaptk.difleatMiU fit cqutia 
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4lr Ez bit aliud lemma Mum~, qUod bM‘.fbriilolIa'coatinetar 
4v.Ck.^ ^d^.Sb.m 
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deoominatores enim iidem funt cum numeratoribus. MultipliaNur ntraque per 
. d )^.S b • "-h-d M-Cb,M 9 d it.Sd) .n'jf‘^»d M.C b . It ^ - 

C i .^.-4“ J A. /■ C/>.ff >f A.»/> 

atqui e* pi«batis'y^.i'4.ri= r.^,b.a*' »i- »da>.Jdi{'l» P =ffV*.'<d^.»> 

•• r - d^.Cb.^=;r.dJi.ia. '»dA.Ci.-1ffi±=¥.tSt. nf;^* 
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». 7^-7 — T— TT — —• = - — rrr vm — :-• Utraqne expreffioef 
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A €a qaaMoc^ qnc d— Qnflravt, rin a r miifibm«ti q » ar p>i m um abraltarla’ 
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S.Ce.j*^dfi = r.S*^l» , S.Xr.jK«i^f*.=; — r.Cr.^y^MfiMnUeiUc^ 
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aS.Cf.jbi .dn=r .fi-^-rCf.ntSr. 0^t'S. Se. P ^ — 9St.^,Ct.f^ 

Q>ur« lagMitiiKi ia quadMtua fiant, t «1 cofiaut^cpaa^ a^a» 

4ratur» hyperbole, te diffiireatia areat circalirit moliiplicau ptr qaadntaA. 
ftaits , ral cafMu». dependet • qnidrarara circati . 

later bai fbnanlu aon iaeeaies q^aataor oitxima fimplictt ,.,Bempa. 

, -fc^ * ‘ T7^ ' ® fnpp«B«« M = — I, Uis qyide*. 

Cb.p vr«.f* ^00 

prodimt ia primo termino , (ad coBjdagcrcntur cum qaataar alrioribar 

— t ■ ■ l Vtod-ofiaadit hae-ahl iintdepaadere.Ut 

tb.0 Si.,0 Cc.0 Se.0 

aa^n aoftroraia. thearematam nfaa- amplior efficiatar, BcceiTe cft piarlw, 
per aliam methodam, haram (ormultrum integratio iaeeaiatuc. OrduaMr ^ 
priaaa , i» qaa pio /« (pbftituamat. ejut traloiam^ at fiat 

■; Hb)w iMnanlz iategratid exbibetar 't 

mt.0 — ; — a a • 


Cb., 


t. ■+• SJt 


Aarc circatari dinft.per fe«.ab aaiu wulati, cuiut taageBa. = 

Quare radia HK~r dtlcHpto circalo hf ML ( Pte, i , ]) * duAaqua taoaea*^ 
K„ia eaqa* icAaJd 1 = D F=: Xfi.^, agatur KMI, erit 

* Fdihtala itaqae depeadat a ^«adrataor 

circuli . 

m, Applicaanr-aamdtm matfiedam formaht fecoade iaveaiearaa 


* d p , r»dC b . <v _ r*dCb, ^ 

it;? 


db.p 


, quc'dcpendet ab bypetbals quadrttarC;. 


Semiazibot KH, tCL^rr-defcribatar bypcrbola' «faitaMra H- h# ( Fig, i ^4^ 
Cz. ponAo L parallela reSiM KhL-ogatur LO, qatt quamquam no» ungie by- 
^rfiolam ;tamaa, ut.fctveuir circuli aoalogiu, cotaugeas eocatar. ia ihac abu 

Iciadatar La=CD = cA.^,k agatur K Mt) , erit . Siht 

, Sb.m r 

perfluum eft adeertere Jiypcrbolam HM, per^quam formula iacegratiip, caiademt 
cilc cum byperbola AF, ia qua fumuatur fiant 8 c cofiaus. 
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baikit, hi' qnibiu fcilicet uoi fubUBgeni, qutia protoeuoirrui^r^r . Quoajtm 
Ptro 0 ^ eft, fspeaaiaerpea p riawrinttgritiome pif bot logaritfaaM*,noafotu)lf 
Imj, kd etieai cea^gus habetur aaai.. ai legarithmoi perdocere iavab t* 
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■oaftntio aa a ii perScitur. Ac prinuM dita taageate HI ( A^.a.) dctena^ 
*-. > VI mKHNf t 

Maitoi 6 ea merae Ugarithari aaalogi - . Saaa^a HG='K.H=:r,^ in> 

Vitor ft apoduciMr KG* goa ecir ifywptatu* kyperbote. Ea paa^ n-iv* 
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«Pl ic(< pcrV^ hdiebit logirithmof^pcrbolico>,per quo» fonuDla ioMpatoib 
,v Hu paieiaAit «f» frianoi, fi m fit oaoMni» afifnauvM» \ ioiMr^ 

fenialasoinaciS.C^.^ .fi,»; S.Ca.^ S.Xf,^ 

algebraicam intcgratioMm recipere. Eteain hc deptadeot a fiaitibu», fer»- 
aitftis, ia '^ibu expoacraa aft ai~^ ,;Hls>ai»' iUi» ^ ia qaibaa czponea» aw- 
"> — 4» *<qoe ita deiocept, donac deveaunut ad formula» habenta» uaitateor 
ia exooneate; atqai ifts cx di£iia algebrafcaa iatagratloBcm rectpuuR; frd» 
iciaoi primae ptopofitae . • •' ^ 

*7* iadola» (rnci.qnm ex bac laetboda proreair, malia» cogaolcanir^L 
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perbo K qoadratara, dnax nifimaxa quadtdr«ni<atrcalc. Nam hido saideia oiaqiefii 
te raadctn pereMiama» ad formulaa» Sfiu', qam la pnaats da» doplata lefioMafi 

hj^ibo j^qmjijiwlus dupljw fc^rt^ tircalmem diaihm per 0«um toS»*-^ ^ 

St evolvas aamdem fbimulam S.Ccljs .fip^ InvcdIA umfibio letiem, 

^ ' ia 


«|ot altlM C(.|t k*b« «ipoAMtta m= i . H«ic M«i «4 

I M wi — t r**.,^ cojiti altiai t««M 

— - ‘-• .. " * T ^ Si iwaiMUciadabMt a«llc(ccrt,niiUtlccfc 

M^w ai *U« aMnJt «ft «oaflut^ Qhn 

* 'y^-4l 


1 flit k S<,f*-ex^f frovmittS.Ct^ ,di»'ss‘* 


I— I . 


» y*^ 

’^r , IA f £ft MteafS wl ^uMlruu , «<1 tnt qiudnato^ 


«U«i— » . » •'wl M- -- 

«ii qBinmJiC.. M «MUiihM Mtaaaft. ,«r / j» ~ ^ «i 

3«. Ut faciliM traAca cafM,ia quibn m eil numerui atgatmis^jainUnUa i 
tmfwatf^ f«U famaUt. Qjmatlo b«c (MiMdim 6t aperiata duracazat ia. 
pamv icliwwia «»iiB nu» cadaa «A. Mut* figaua Xp«i«i «, ut •» ac|at 
tiva fiat poBtira, & oritur 

'+' £^‘ T»"Kf 

' - ■ < • 'C*.^ •* c»^ ' •'• - - t 

^ -m d-p . rSt.p * 



n , • 


f iaHi di« praraiint u t 

— » - dm , c i>» 

• — i.r ,p . -— -- = ~(at«-a.S 


Cf^ C<.|U CfW* *■ _ 

— *c ■ ~~ c d IA , rCr.f* ~ ■ . r" 

a-4^ 5--T, r -3ra-^a.S !- — — ’ 



St.JA "* *SC.IA Xf.f» 

•I. Si ■ «A ■aaifeAnu cAformolu omn« 

t . /JL. ^ 


», r- «• 


CiaM 


XA./t 


Cr.(a 


-ri'aa ; »♦ 

alceWaaca mrgratuM gwaSm; 


Manquo thaarcouta iavcMa deaenAnM.iofaulM iftas dcpesdert a fitailibua 
fornaliit ia quiboi cipoacoi cft a—a; ime ab aiiii eapaacatia atqai 

iia bciacepa, deaec ia diotioribat rtliquaa it exponena n^xiM iipra vidiaus, 
fbnaotat aAiaAat czpaacBtc sia iatc|iabila cfla; ago At propoiic iatcgtabiMa 
iaac. fii • te iapar, fiaiii ntiaciaio oAcadaa, ianiialas depaadcn a icqaaa 

gibas t ^ a A W « hi* •< laiatl iatagratiaa ' 
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^Rnfir ^dratoram cimii, nii<|iic qn4tataraM hyfMbok», M^ia^ 
probavi.* ergo prima ex propofitis dependet a quadratura circuli, rcliqufs ucp 
ab byperboi* quadratura. - l. . . - . 

}i. Nihil videtur deefle integrationi formularum, in quibus diRarnmix Jo> 
girithmi aualogi, five arcus multiplicatur vcl davidiuir aut per talum &num,ant 
ptr folura cofinum elatum ad quamlibet integram poteftaicm . Rciiat nt ad ia.« 
tpgrationem perducamus tbrmuUs, io quas non minus Huua, quam cofioui in« 
grediuntur. Qnamobrem in eadem meibodo infittcos przmittoquatnor bac geno* 
laliora theoremata 

n — I W-4-I n m i 

•Chtp -4» 


> «B it)»- iBt 


1 _ — — n — I m — I <1 • ' 

mf. Sih.p Ch.p dp ' 

.. _ — . — »1— s u-h« ‘f ■' -** » 

m'4"is .Sc b.p , S6 , p dp—fCk.p b.p 

I m— I H—l 

mr.SCb.p Sb.p d-p 

• «1 — 1 m-t-i » «*• 

1 * 1 - 4 -» . S J c . Cc.p dp'^tSc.p ,Cc,p "T* 

mr .SSc. p Ce.p dp , . 

^ m—i »-M — — »• *' 

tn-^-n.SCc.p ,ic,p dp~ — rCt.p .St.p-^ 

mf.SCe.p'^ . Sc.p"' ■ *dp. ' ■ • - 


gi. Prima duo thenretnata demonArabh , S quantitatis <.b.p ,Sb.p 
diRercutiam accipias hoc modo 

_ — — •** • m m— I , ■ --5 — *» ^ — at-i 

D.Cd.a> • i' b . p — m 1 ' b . p . Cb.p d C b . p-^-p C b.'p .Sb.p' dSb'pf 

atqui dCb.p = — • * " dSb.p^ i ergo l-dii fnbAitniioni- 

. ' ’ . f ^ . f . ■ * ■ ? 

bes, obvia veniet Ibi mula 



5jinb*cpro.Jg./i 'nonas Jb.» . ,Cb,p — * » & opoortone transfo» 

— — 

tu termines , one| nr theorema primum. Si vero proCb.p fcrib.s . 

-» - 


»— I 


Cb.p ,r -t- Sb.p , fecundum thee/ema proveniet. SisuVI medo rdiqua 
duo theoremata demonftrabiS. Nam ^ 

«V— I — ^ — pt.. •— I - 

.p.Cc.p d C e. Ct I a* ■it.P' dSc.p} 


m » 

O.Cc.p , S c .p ~mSc.t 


jn, ''-dl^Se.p j dpCr.p 

«Cc.a>=— , dsc.p= 


,ergo, peiaftii /ubltiiutiooe, oriciur 

»•4« «n-i ■ — »vf •* 

St.p .Cc. p d p-b-nCf.p ,Sc.p ‘ dp. 

Si fn^Sc.p fabftitoai Jc ./• >r — c.c./« , daftii congruis tranfpov 
Vant. II, X lilio- 


^D.Cc./i . S c.p = 


/ t’ t%'E 

IttoiubM, ;«««•*•• tlk J Wi Dcnua fl fn €c.i>' ; ^ 

2 _ . " 'v:> J".. iv»-»;ij. u <■*■••> - . r T t' , ' » 

Cc.f> .r — Sc,/, tranfpolitii terminis tbtoremt'fQamm, Bt nitinanu* 

i«i« •r#r«I ^ »*<>-. n: - . , . ■ -k I 

n» JJ/-SI rtifl«nf#"rf'«hiWef6 »d poftrivo vd negstWo, Bt 'w 'aua^ 

rm dIinnatiTus, ih iqUinnfatibijs hyperbolie!*" «ere theoremate pti> 

■tOj-io dr>.a[sribut tertio' vel 'm Iit impar' vel par. Etenim fi im fit impar 8t 

'■■t ^ r • (t— I . *> 

tn -4- I par, integratio formu'se S.f .C.m di> depen4et ab integrat»* 

neJ."^ . cT7 </,»;h*c ab alle-fT^ . Cif*' • /• , atqne ita #eii* 

ceps, donec C. exponens fiit =o; ergo propolitz rotegrat» dependebit ab 

integratione T. n^^,-qur (dpra tradita efi. Si vero m par lit,&n»-t-i 
impar, methodus producenda «It ; donec' deveniamus ed ttraninam’, in quoC./i 

' II — I 

habeat exponentem = i ; ergo propoliia ab haedtpcndrbit d . , C./t.d^i 

fed C./A.d/^ rdJ. /•,' ergo ttitima formula, a qua prupofita dependet, fiet ^ 

rX.^ dS.f^, quz integrabilis efl excepto cafii , in qtto n — e, quia' in 
boc integratur per logaritbmos. 

j >. Si exHl :nce^ nuviero integro vel pofitivo vel negariro,fit n pofitivu$,a(})libei 
pro quantitatibus byperbolicis theorema fecundum , quartum pro, circular bus.fet 
«a enim fi » fit impar, & it+i par, demoufirabis prppofitam depend*^ W 
. :m— I 

rammatoria fotigulai fimpiiciotis C,^ qpz pauUo, ante ^ad4tp.eft. Si 

vero » fit par,^_& n-l-i impar, propofitim reduces ad C.^u * 
•tqui_X./»./,»:i^r'dC./i, lignum -H vaidl 'in byperbolius' qu.vttiutibni^ li« 

‘ , .)U—l 

gnum — ift citcuidribnt; prgo redufiio fiet ad formuidis '^rC.a< A : dC^f^ 
quz integrabilis efl algebiaice, vei per logariihmosfi m = o.Si tam irr ,quam.« eitet, 
numer«inr;ger& affirmativus, duplex theorema duplicem przbieret Intcgtationem . 

35 - Hyjoiheris , in qua ambo numeri m,n negativi lunt,n«ilefflaebttc-acca> 
pk foluttonem. Ut hanc quoque invemamur, opus cft tliquintuluin invertere' 
theoremata. Quomodo hoc przficiur, ofieadam in primo tlworcmatc; nam re>, 
I^ua esdem methodo tradtantur. M«entur figna fpcekbut et atffm 

civis fiant pofitivz , & orietur . .... ... . , 

Lil"" c if a* r> ■ a ' 

— n o = I •— nsr , 

S _ 


X <1 . 1 


-i .. ....w — I 

. Cb. /. 


— v-l-l -m-i-t 

S /J , /4 *C b 

d M 


; ergo opportune translatis terminis 


wr S 


__ — n -H a ’ 

S b.ft .Co<r* 
d^ 




i-f-i •n—i 

Sb.f> .0.1- 


Sb./4 . Cb.f ^ 4 . j - 

. Sunili ratione ki fcquentia convinct nUn tbcore* 
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3it* 
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C c ,fi c . fi 


• ^ ^ ^ C C m m S c * 

)tf.'Quituor fazc ibao^qqur ^dhibeiiida (unt co frorlus modo, qoa Tope 
riora. Niin m exirt;:oce integro & affi-mativo primum, & tertiam theorema 
U ulpm^rii (r4aiu^e,a^pm, $i m fii iitnir, km-t-i par, formularia qua co-. 
mjt cxionims nr -t- t ,' dependet ab ea , in qua exponent =an — i ^ faxe 
ab ea, cajus exponent =« — 3, atque deinceps. Hunc progreiium produc,^ 
donec exponeiA =r o- ;• quo fadto (ummatoria propofitx tormu z de- 
pendebit ab ea, in qua df divi-ikur per lolum linum elatum ad potcltateni 
d»a;antea adum eft fatas. A m fz par, &m-f-s impar, reS eft 
dilkilior. &<Mi« z» tpMum produci 'potefl calcnl ut, donec cofious exponens’ 
ami'. Si eiunv nlteriua 0"oduceretnr j ut- biccxnonrM :a —i, prodirent coef-* 
iciemrs s=o^ qut dum triniaunt ia diaifom, reddunt ^uaatitnei iafinffas, fc'< 
inengratioaem itmttlrm.r.i H. ,1 ..d i> i ?■ -i < ll••l■^ t ■ .t< 

37. Eodem modo nfurptuda funt theeremata iecDn''um , & quartum, fi o 

fit integer adfiro|Bti«nt, 'Nam-fi m-fitr^itnpar, & rt-^i par, per eninUem proar 
greiinm devenies ad foranaiam, ia qua fieus rxponms =:e, it habetur dfii^ 
«ila per cofinus poteOaicoi ne-t- a; cujes integrationem fupra exhibui.bi n 
par^ & n-t- t ioiMv, ^eveoeta ad f9tmu'ao , in qna cofinnt exponent s i «> 
kintile enim efl, ulMrtuai prng''*^^ ptopter.diviforta =«. . < . 

38. Si alteruter ez numeris m, « fit imptr, conflat , queraodo integranda 

fit fioripulx. Sqd ^ , 1140^)1^ ja(^ fit, tca cqafi:^ ct^. J^hoc.caiu pes. 

primum aut tertium theorema deveni ad formulai ' * 

»-t-i » 

^ ^ I I- -e • *'» . erv-- f ':-rr* ‘ '* *, ; 

y ■ ^ Deiaic hap. ipftf fotwulaa per rbeorcaa focundnm ant qnaf-^ 

S C 


ac./» .Cc.M j 1 

tfoz' ret^-ifdJiWquehfes 


SbifiiCh-f^ScmfiCcm^ 

foM duas M«ct4,sntafiu«,.'lt p n yifitan iaxiarabit 


— Qdapro|)ter’ ^oicumqut 

^ ^ - V * * 

«< ^ 
^ Pnor* fubaiwn\ 


>d; 


39, Quzro primum integrationem formulz — 7- _ 

» j io. ft. Cb.fi 

eiua vnlorem Cb.f — Sb.f , nt fiat 

r tbf ^d f .C b. f — d /. t b .f _ d fC b .fi d f S b .fi ^ ^ 


S b <1 ^ mCt fi S' b .fi .C b . fi Sbif 

d(f Jc.^v-JfK»s»rWC*.n7 
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tdSb.fi rdCb.fi 

S b Co.fi 
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X X UZv 


Digitized by Google 




4 kngoat« 3sr,itt >*1 ^ fi( 

V fcabebli 5-si-i^rr* = ^>E. !•€.. • ’ . > 

< 40. V«aio •laliai» ^-~-i*-,h| 4 «a po/fabtitw i 
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i.t r 4-^^« _4mCc.^ . 
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Mc,mCc»m «fr*^.Cc. #1 •Tc«#i Cc«^ 

f«d d fi C c . f^ — td S c . /t., d /• Sc. /t — — "rd C r .> ; «rgo ‘ 

> ^dSc./t . rdCe.it 


r*d^ 


Sk./t.Cc./t * 

’ divifioae per r S 


St.i, 

d„ 

S c . !» .C e . i 


C c\ /t 
ISe.m 


; fafiaquf ut' aiitm ‘ iste^tiMC , A 


■iCe.i 


. Q. E. lavea. \ 


4r. Quonian formulas omnca dilTefentiales, quae ex fiuibua, cofinUw^ae 
■ aoalcUuBt raduci pafluM ad biaoaata diff.TsAtiaiia, acque biaomia oainia daf* 
fiereatiaUa per tinua, & cafiau exprimi podii nt ; iecirco de ipTia bta^iia' a* 
gM'iuni eft acceQtno, 3c daoendum, quando lum rini oigebraice iniegrabtiia 
quauda aurem fuppoGria folia quadraturia circuli, k hyperbolae. DtmoolUaei» 


KOI aerea binofflium « d».f-i~t^' (emper efTe algebraice 'inte^rabtle R m 
fit numerut iarcger & affirm.tivua , qoicumque fi^it mmeTi la, p vel pofirivi , 
eel acgarivi vel iateari, eel fra^ . Quam foranulam deinceps dicam a'gebPei< 
cc iatcgr.btlem, lemper cxceptom volo ealum Mlnm, Iti qoo ieie oeTen 'teiiili» 
aut logarirhmieua a quadratura hyperbolae dopeadcM.' Btaommid' veto ‘ • > 


X di 


iiCdom pofitia comtiriooibua Ittegratur' taitem per qtfadratUrateiRii> 


li, k hynerbalee. Si p fh intefcr, k affirmativos, vei o (It peGtivus vel ae* 
Sativua Cammodo integer, rea demonftnta rft Cap.Vuueriorb. Nunc calus aliof 
evolvimus . . . 

4t.Sit pnmop iateger It negativin;ergo formula exdufocxpopeqte scgixivofiaef eiia. 


M d» 




i^uam conflat cfle iategrabilom,fi meS Integer SsYefitKas, 


^v*-— ' 




• integer val pofiti vus vel negativM . Sint deiitde • ,p aut ambo, aut altamter hiSum 
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ponat nr ia=— ,p^'; apoiMMc. axp^ par foaa fradtiqp^ feranlg urit ^ 
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1 
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titatiMibai feraitla mtctar ia h«oc2^~ 


nr-t- ft — I 


<isi 




— - - » ia qm loiloi 

V' ’ 

•cVx * 

poaeu fraftat tR. Quprapter iategntla tbimals txidata m Ut*« 

- - -** 

gro. St «ifiraiativo, qakamqM fiu rhimti ooa fup«rM cimll^ fc .h|^ 
ptrbolx ^^draturu. 

43. Daji fomnlat brevitati coaiiilcBta iai aaaa coatrabamm 


tf+n>ff t quam coaftat effc algebraica iatagaebrUv » fi m fit intepf 
& affiraativiu'; cUe inreqrabitem faltem p«r quadraturas circuli, St by|Krbo!K, 
fi m fit'ima§uc negativus, iit ai fit tradsv, ctuo exiftunt cafee^iA quibat tdea 

accidit. Ut eAeadaatai primaaa ataamr fitbftitMMae /+4x=qx , es qa» 

^ .0 . I. ! + l . .- 


/. »— g = Jr , & /''.a— g' =x; ergofr.a — 4 <’ = 






»+ C 


4iSercotiA«db •/ ^ ^ /*: atquL 

j..' . -i . « I * , t , . . r t •* *' 


/ 4 -/>*^=/+ -- 


-m «t, , 

f* r . _r * • • 

* • « W L *• lABi 


■=? 


it—X ■.*■'• A~r 


i erga /-t-g* 


igiM. 


■— m ft— a»«~ 0 ' " f 


; arqui haec al«’ 


grbraice intfgreWlb-dfty 6 ^ - * fit ifteger affiruntivut, tut '* 

mf-f- n-i-p-r-i^ negativus ; efl integrabilis faltem quadratis circulo & hyperho* 


P 

— w/> - 


Ia , fi — fit inugee negativus, qiU P®!'*** 

TUS,* ergo etiam prima. , 

44. Cifus altet patefiet, fi adhibeatur fubRitotia { = », ex qua’ 


I * * . L.t_ * 


erga difcrcnttanda 


/7 . 

t'.. I. 
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«», «r JMh^ «k«U,.& fc^tibo]^ fi. ? ; ri . i: .. ' fit «M^aegtJ' 

. *f p ® 

titai; igitar etitoi priffli.;Hu rt^^ioaes tccepinus a differtatioD* edita ia 
Ludavici a Ripa milcellafei(,tftix OfmnjitMto $bt9rtmaium ad ^um 

draturasfp€Sap$iHmaJaamneBtrnin^liaexfclittrum. , . , 

'*--HjrUa1toru« iheMematam ptanhiT fiat alui, pauca -aliqaot'«empRi prtv- 

« I 

^ j , , 

(«Dcada eeafiro*. St primuA ftu . Q.we'fi' 


a a< ' i' .11. J :vl »; (I «• ft 


a’ -f-* ’ 


r ... 


fear cQQfirratvr CBS 'forMdWtaftcw ea, iaTdn?es’ ♦» s= — i * a: 9 / * ts: iL. ' Vi.’ 

X, r • *• J ? . :,x *, (> *?■*. fj. #.>•■*' r- ^,0 — Jf. 

daaoiBt utruoi Mur ca duobua auqaerU iaacatia fit integer.' PriMt ent > 


2 T* , 

m^p *-f ^ 
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- / 1 •^itiifc-rr 4.J. V;«r . j l»«Tf4ia2 fV 






_ , = ar qU-L*® iateger fit poCtivas. Qpa. 

* - — i ' ? » '■ .1— i . » > \ 

J - ' 

re fominla erit algebraice iata^abitts. Si fecoedum nuMtraa-iprAet. babebig 
• — ^-t-i a*' '' . . '■ ? ’ ' ' ■■" ■'•c; 

“ — = =»t fiu* pwiter eft iateger fit peCtivut>, fic fiarmalaaL. 

• « * ■■ -t - 

' . . i ' i . *, 

bigebraice intcgrabilaai ofieadic. Quapropter iatagrafioBem feraala! inveniet a> 

' I 

1 - * ’ 

^ibin atralibet fubftitationc^ TifiiBa erit 4* + sb 5 * »■ , (ecitoda erit 
i. i ' ’ X 4' - ’ 

^* *^,** ^ .Hae aaiedi adbibita pctvealca ad {ptaabMR . , , 

-•V' •■ ~ ' j, f ■.« I- j. , i ■ • — • 


a# 4*.» — 4 * * ' 

* ^ '• ■ » quam patet effe algebrafcc iotegrabilcia 

X. 

* * /* ' *» 

4d. Secundun exemplam praebeat formula 
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, ia qua 
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>» 4 .'x*— 4* - 1 

I — fiet = — , qui 
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qui uk iateger, & negati vtu, oftenditque quadratis cirnthi, it fcyptrbolq 

V) . , , u ■ • ' v ' f ‘ ' .1 s' / > J » — — f . -1. 

malam integrari. Ob rem hanc ufarpanda efl fabSitution * ^ 


propoGtam mutat hi^ leqaentam formulam 


i.* * 

.a i-v- 


. a^. Ut omnes eapaaeu« 


tes fraAi arceantur, ponatur a^= — > & formula fafe offeret 

« 

— 4dt _ -4dt . „ . 

==?= ^ . — — ; , quarum pnma tntegrabiiii cfi,alterapa»r 

det ab bfperbo'* qmdratura. “ 

' Tei^um, & ultimum exemplum przbeat formula-- . id:' 

■V 1-. : , . . . -•'•*( tl a , ^ 

~l. t7 

(TT — 1 ■■■ ■ s^.T • « . 

qua m=i— pK— j»3i. Primus numerus prodit fraftjs nempe ; 

3-3 3 

fecundus autem fit_ ==. a integer Sc pofitivur , indicans formulam algebraice in» < 

• f'i-, ^ r . 1 i' , ■ i - \T ^ 

tegrabilem. Adbibe fubffitatiooem e* — x* =-5-,qu® courertet formulam 
•a * - , 

‘ r~^ '7 '' * 7 * 

ia fequtntiB ^ qnam novimus Integmre . Tfxt harfenus 


qoaffl novimus Integrare . IfxC ha^enus 




diAxfuu^de. binomiis.De illis vere, quse fuperieres a^net non cenfprehea^ 
duht , nihil poliumus pronunciare. Qdare multa pofteriS relinquantur^ io qui^s 
bus induDriam eserecrati ‘ '• i - - ' ' 

4 », De poIynoAiis ferme nihil detcAum cff,quip il^U. tantum ia potrfta» 
te fiiatj.qux aut''ad binomia prxdita decelfariis conditionibus, aut ad furitio-j 
nd rationales redUci phOunc. Pnnuim infpiciamus quando nam re^Ci ,po4it;i^ 

, » dx '■-i--.- - - ; 

biaomia tormliU cxinente id numera integro & pofitiva i fi 

4^ . • » ^ ^ . mm,f99 .* ?{. ; n ."“J T *« ^ ■* ji t ~~ *' ^ 

. . . . -Jjc . . ^ 

enim effet negativus, ea nuilo negotia c.Igebraicc integrwtqr. Pbnox =zrirAi 

-a. . ; «d t . > ^ j ' .■■t'' — P ." * 

ergo iS^ differedtiando — da. ^+5 ^ ; igw* 

tar pmaAie fubflitntia ni bu a g erk - «tilqr". vi -«t 


. , tti ua..q 1 aiu 


f 
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Ut ^ivUiir ex triaenl* fi«t biMminaf ponat* 


. » , L • r; r. ' .V 1/ ; ,• (>. ' 4 ,-^ 

Ax-+-b 4 

•^gm -hgJI' »■>»—» 

j . J — JL ^ 

— *i fa« A= — ~tk babcbinut " 

»* / 1: 


. Si 


kx~U 

fit Boneros integer, & pofinvnt, elevato b-nonto ^ — aJ iih 

teg'tm petefitKnij fbrnuila in. pUin biaoaia d fTerent;alii Coo renetur^ quorum 
integratio non iiiperabit quadraturas circuli, & Lyper^ a!. 

I 




49. Unicum «xomplum propono in formula 


dti 


in qua qunm 


1 t .. * • 

«.t- 


■ ■ «■+#-*- -t-j 

— - = a, qui cft numerui integer tffirmativu. 


i « — 

rncai*=:_^ 


Ic formula In hanc motabitur • 


dx-^~ 


,qus 


* — a 

a * r 4 - —e * 

't ♦ . 

biaonHo^-i*^ « ad feeondam'potefla|eTB convertitor in triabinomia, 

furum integratio non faperat qoadraturu circuli , & bypcrbolm . ^ 

5a Deinde oftendo, qbomodo x*i/>c divifa per polyootniuni quodlibet •• 
latum ad putettatemm Teducl pdffit ad fraAiortem rationalem, fi », w fint nu- 
■Bori integri & affirmativi .'Invenienda eft leries trlibmetica, qu« complc£{atur 
mmnu exponentes variabilis x in polynomio- Hujus foriai terminus, qui propior- 

• “* ~t “t bic fit mioimus exponent x. Tum foc •» — =« , tum fadla iub» 

ftitotiooe «ollus remaoebit exponent fradus in polynomio. Praeterea fiet 

k dic = ft^ 'da^Sc *" = ^^”.Qoare complet» omoibut fubllitutio» 
•ibus sadro lefo offert rationis. Hcc cxemplit rcddcndaTpnt Clarion ; 

gi. Exem^m primum fxebeat formula — 0 . Ut.fciinm nritb. 

. X * -4*a X ^ ^ 

•***“?. , mnltipUco diviforem exponentium, ut habeam d,qni omne- 
\ tus 
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» . a a I 

rni «ihi ^rt («rim withaeiicMi-^ , -r - , .Mni« 

Q Q 0 - . 

ra'*-. C' j -i — - 

tet «qtuies — — i . QttMkBi tmriiiu propior » «* -^,pokoK*,^s^J ,• 

»„ 3 ' ~ ** 

•rgo = *t “*=^*** Q“«f« feSt fBbftitutioa» ibrmula 

* ' ' ' A *^w' 

ii baVc rittoulcoi convertitur ^ M«linJiit MH*m mnJn nm^A^- 


f — . Methodus eodem modo procede» 


**-+•» o *4“ i 

ret,fi dirifor afic^us eflet exponente integre =m. 

> • • • • ■ '* 
ja. Ad fecundum exemplum propono formulam — — 


. Series 


• ■ ■■ *■ ’ si*-f-»x* -V" 4 

rithmetice continens omnes exponentes denominatoris eft-^, Po* 

i ' 3 J 3 ‘ 

poitaquex3 z= z\ ex quo x = *^, &x*=a^ jergox ja: Q.®*^ 

fermula in. hanc mntftur ■ — - — » qux eft fraftib rationalis. Idem ereniet, 

i ■ . .H i t . r S -\-t Z - 4 -» 

tnmetfi disrifbr peditus fuerit exponente integro quocumque . - 
. v' 33. Appofui eooditioacm, ut numeratoris exponens iit integer ,.ur faci»' 
iins metbodoffl indicarem. Caiterutn etiamli fit fraflus, voti compos hetjdumino* 
4 » iariem arubmoticam iMeaias,.qus cemtineat iv»a niniu cxpoqcntu denomU 

. .-'..i- , -..j .. ^ _ . * -t 

X f jf X _ • 

Satoris, quam exponentem namercterit. St exemplum j . SesiciOB 

V * * ■ ■ ' et -t-»x ii 4 c - • li 

■nes exponentes comprehendent eft hnlofraodi 

, -i , -i , , _L , _1 _L » . Qjiare ponenda eft * 

-JL; ,■■**'**• ^ z:Li *• 

ee* & x~ Jt </x :=5 * «rgo x 5 ^dx^esA^e/?. Pera^t iSV 

quo fubftitutiottibns exurget formula rationalie * — ^ . ■» »» 

* m. II m ■! 99 , • . 5* 


? . » -i V? V 

— T **** 


^ ’ ■ f ■ «'• -■ ’V«*(dge - ■' "r •’ 

^ UltiouMi exemplum fit ■ . Series omnes exponentes 

" ' - • " "t .-r .. > 

I ‘I 


i. ; k 3 4^4. 


^^-Tens. II* 


-• . •! 1. * 




Digitized by Google 


f 


',70 L 19 EX f%lUVS 

faabit dtaof priaoi tanoioM ^ ^ * ***** “*•••* •* 


xi*^^,&(iiasfab(liniioM oritor femnU rstioiulif 




jm 


> Io hiftti 


10 4 

9 '+-i' 


auz expofoimui, qoidqoW hiaenus di zquwiooibuf , quorum iotepotio ooo fo- 
^ac quadrotorijo cireoli, & hyperbolz, »b auaoriboi diieaom eft «lara , k 
Siilinaa oMtbodo coatiuctui . 


CAT.VT VNVECIMUM. 

Dc reflificatione 'curvarum , ejufque ufu in conftruendis 
formtilU ditfcren^ialibus unicam variabilem 
continentibus . 

• • c ■ •* 

i.T> Eaificare curvam nihil aliud eft, quam invenire lineam r<aam e}ni 
IV ««li »qo»l«B. Ut eshibeatur «ethodui.qua boe Pt*»»» 

Vz DC ( Tig. I.) abfciffz fint A B, ordinatz auwm P‘*^®* 

fiat =>«, aliz =zf. Infinite proxima BC agatur P«^“ 

C ducatur CV parallela AB, & iatelligatur hibtenfa CbordaEC. tHt 
CV = BI=dXj_VE = d/, « pr^ter angulnqi teaum V orHcnortU-. 

CE=l/dx*-4-rf/. Quobiom vero areae CE eienewtum awvm DC toz difi 
fert a cborda CE nift quantitate ad ipfae relate minore quacumque dau,eiit 

qnoqne arcut CE = Itaque vocato DC = r, habebimn» 

dt= Faaa itaque integratione proveniet valor arcus UC = r 

datus aut per abiciffam x, aut per ordinatam Ji, prout commium fuer 
mento, in integratione fzpe addendam, vel detrahendam eonftantem, ut mo- 
Buimus alit», & hi exemplis ptzftabunus. , . 1 «--;,*' 

a. Habes in formula fnperiore elementum arcas expreffun* P*<^ 
eooidinatarum, fi iflz ad angulos reaos conveniant ; verum fi earum an^lM 
Bon effet reaus, formula non levem fubtret mutauonepi. Nam fiw A B_k, 
BC=i^ nen ad aMulos reaos. Agatur J ^ 

proxima BC, & CV parallela Bl.. Erit Bl — CV — d V" V P “ * Erit 

punrio C duc CF normalem lE; voca angulum coftantem CVl" — ai. tnt 

r:Ce.<.:.- cV;=d'‘:FV=:£^d*.AtquiCE*=C V*-hVE :±aEV.VF. 

Signum -4- «ale t, fi aniulua C VE fit obtufu s;fignum — ,fi fit acutusi igitnr 

CE*ids= ‘d ^dy' tXtactLt^A chrvz, «ujOi late* 

- «.« sL^Sir 

Mlo. fU (KU. QH « ifl» •! “1“ 
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C JtTVT VNHECtMVM* 


m 


Mnla . Sit curvt D C , ( Fir. j. ) ad quam feruntur ordinat* A C « P«“* 

ao A dilceadentej ; agatur A E faciens eum A C angnlnm infinu^J»» ;ta« 
Mncro A loiereallo AC minimus arcus ciftuli CV, Vocata ^ C _ J , erit 
V E=iW^; eocetur artus CV=idx; age CF perpendicularem A E. Cooltat 

C C F‘-h E F‘; W E V s= E F , St arcus C V = C F , quia inter fe non 
«ferunt iifi differentia relate ad iplas minore qu acumque ; ergo fafta fatftiw. 

»ioneCE' = CV*-f,EV*, fen CE = dr=l/dx"-+-d/. Adverte ad inte. 
tratienem faciendam oportere, ut ejiciatur dx, inveniendo formulam «Utam per y, 
3^, qma quum dx fit arcus radio trariabili =jr deferlptus, per iplum obti- 
•eri inteeraiio non potefl , ut alias ^nu.raus. . , r . l- 

4. Veowmns ad exempla. S.t AC (. Fij. 4 ) parabola fecunda eubrca, in 
qua , politis ordinatis orthogonalibui AB — x , BC — S , valeat aeqiiatio 

qu* opportune diictentiata przbcc d t^St 


> ' 1 4- 


v/; 


. 4'* 
9 


% 4 


, i^ui ^E: EV 


^^1 ^ ^ 9 dgli V^p4.^-4^ — 4:an. Per pandum Adncatar 

ptrallflia ordinatis AM, qua prodtKitnr, in D, donec AO= -^4. Verucn 
D, diamctio DM, parametro =94 dafcribatur parabola ap pollon ana 


erit qoccnmqoe DM 


•=l/, 


9 ^ 




— 4-4-^, & qn*eumqneMP— ^ 

ergo' C E : E V : : M P : a 4 , edeoqee a 4 . C E ^ ^ 

iguur acctpiit lummis 14* AC= ipttio pirabohca.R AMPj At^oK wc p 

tinm cfi cqoalc DM.MF — — AJ 5 .AR; ergo 

5 3 

a4.AC = — DM.MP 1 AD.AR; edeoque 

i , . ■ .... 


AC=i 


DM .WF — A P^A.A arcus. A C ternae et redificatus. Sl 

defideret exprimere arc um AC per jr* focile invenies ^ 

> — py~*~4 * • V^» 9F~4~ 4* — ^ ' 


AC=C 


*74 


gnlat tfadhM intngmu foiffet fonrala 


— f qu* pariter Inventa fniffct,!! petrf* 


±S 


» m 

5. Proponatur icftibcandapataboInapoUonuaa, cuius sqnatio cfta 4 st=pjf« 

Y q Suia< 
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iji - L HEX^iTT^yl UlfS. v > * v 

Sraptis iiArcnritt «rit sdxzztfdjf^ 

ii — — feu IntegriBdo m s =zSii/ qu* indiat refti- 

£utioaim (^abolz dependere ab hyperbol* quadratura. Sit parabola propofi- 
u iFCP, (Fii.s)qaz ungatur in p raecipuo vertice C a reaaiBM.in qun’ 

acceptis CH;=if, valet 4 r=:Si/^l/y 4- a*. Reaac CH normalia agatuf 
CA — 4, Sc centro C vertice A deteribatur hyperbola zquilatera lEAK.Ex 
punfto H ordinetur parabo!* refta H I, qu*^ producatur nfque ad hypcrbolam 

|n K; erit C A K. |/^ "H « J ergo nr =: C A K H; ereo parabo's ar- 

cus C I zquat Ipatium fayperbolicam C A K H divifuna pCT demiparametruoi 

= 4 . j , . _ _ _ 

d. Quamquam parabola re^lificari atgebraice'^on' poteft j tamen ba^et «i 
cus infinitot, quorum differentia algebraice reftificatur. Hoc primum dernofti 
ftravit non foium in parabola, fed etiam in ellypli, ac byperboia Cornea Ju«. 
Imi Carolus <U Fagnanis. Inventum hoc propter Tubob^curam demonftratitmeoi 
in obfcuro diu jacuit donec V ncCntlus Riccatin Todi. a. opufculorum opnlT 
a, illud clariori, ac Gmpliciori demonflratione munivit. Hunc fequemur, lo^ 
quentes hic de parabola, io capite fequeoti de ellypG, & byperboia. Suppu- 
ta luperiori coollruiiiooe agatur alia ordinata PMN; erit cz diAis o.CPdt 
CANM, (icuti eft 4. ClsCAKH-; igitur dedudla hac cqnitione ab a- 
lia, liet a. 1P = HKNM: quapropter quilibet arcus parabolicua dudiut ia 
femiparametrum zquat Ipatium hyperbolicum claufum inter caldem ordinatas. 

7. Per pun£Ium C ducatur hyperbolz alymptotus CT faciens cum axe 
CA angulum fcmirciflum. Acceptit in eo CG, CL, CQ contiune propotc 
tionalibus, duRifque ordinatis afymptoto GE, LK., QN, feimus fpatia hy- 
perbolica GEK.L, LKNQ aequalia efle. Ex pudfiii £, K, N agantur ordi- 
nat* EBF, KHI, NMP. Spatium hyperbolicum 

HKMN = HSTM-+-SLK 4 -LKMQ— TNQ 
BEKH=B 0 SH-|- 0 EG 4 -GEICL—SKL. Igitur 
4. IP = HSTM-|-SLK.-t-LKNQ— TNQ 

4. FI = BOSH-i-OEG-l-GEKL — SKL. Si altera ex his zqualionibus 
detrahatur ab altera, deletis fpa tiis illis fayperbolicis, qu* proptv squalitatem 
aliduntur, remanebit 4 . 1 P — F 1 =H STM — BOS H+i SK L-OEG-TN Q, 
in quam quum fol^figurs/edilinec iogrediantor, condat, diBerentiaffl arcuum 
XP, FI eUe algebraice redificibllem. ~ — 

8. Ut trapetia ad triangula rcdigantqr , advertendum cll 
'TM = CMT — CHS 

'H=CHS-GBO. ergo - 

Ti=CM,T-a.CHS4-CBO ' “ 

— T NQ4-a.S KL — OEG. Si fpeeiebus analyticis uti velis, 

~\ = B O , GH=HS»)r , CM = MT = a:v i nvenias 

_ x-4-yf ■4 -»-x<c ^^_ a-4-v^4 4-ha i^'r 

. V~» ’ t. «/"i. 

i C Pnt- 
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c J 7 9 T\BN^E ClJdVM* 

• 9t»t*rn C E=GO = r*~^^*^"^J ,LK:^LS = . 

■■ Q^N = Q.T= — 


V'» 


linc^it 


hilce vtloriboi, obtine 


. Quire in ultinum a^wtioMa iatiodnftis 

■ s»?? j - » * ^ •■ I • • • » I 

“ ■■■ •' ■ 


Myyr - 1 . 

*&i '* *v 

.» r-; 


— MX 


+ J. « V 


■ ^CSSSBilSSBr™^* < f — — 

<4* — ■•V''*' 

4, * 


| 4 -i-KJ(— * — — ,^ 4 M-{-bb-i , 

qase redafla ad fim plicioren i formafaTIn hanc m utatur 

4 f. fp — TI = — Xy/t 4- * . Oportet iim deter- 

■inire r per *. Aoniam eft CGtCL;/ CL; CQ, h ibebimui 

— a 

^ M bh 


K - \-J* »-hX X 

-1 . 


?:-+-/« -H-qo, five (riiifpofiti'^rfc™P*^V* * 

- ' 9 ' ‘-t..< “.- -- ■ Ii 

la;. +xr=:e«-Hi^s, periftifque oppot« 

;•. -' •••''• ‘■‘* - '*• '■ 

^ M if - -- r_ 

tiuii «nilyleoi ppcntlooibus ' ,1.- -, l : ru i 

= — 4 I ==» 

e . b-h^^xj-bi b^i-^^:.b i itaa «qtatlo mi 

— i •■ - • 

prini etiin» poteft in faunc nodun ’ ' i- : t ' " 

m= — 


• e • bA-ii 


X -H <« -i-x X X ^ 

= me. In hae aequatione remanet per' x determinata 

p. H.ne colligaat hujufm^l theorenu'. Di^ td^pnKi^m^v^itigiin pe* 


Mtr 


„ uraii — . 

rabolx Cl P tangente CM, (i necipitntur prolibito C 
tertia ablciffa CM = », qua data fit per ut fuft» definitu* elt , duoru* 




tam 
n 
i 


bClwen nwaniun lea n ^ *!«•» •— j— - ^ “ e» i* 

arcuumj^, FI differentia erit r eaificfbtih aigebrawe, A swjuahs 

^ X bj/sj^ , ^ j, , 

a s a-#*», -*> a ^ -x.-. ^ 

Jir nfypptoto bySfilbota. HiSenus aecrpimid CG> CD ; fed fi Mcipiatulyf 
C a G < C D , tunc M&t C » B fieret negativa , adeoqne =^—b. Quod li fume- 
tur CG = CD, fiet i==o. Cifus hic, cujus folummodo mentionem licit 
«es de Fagnanit, dignui eft, qui penitiu» «onfidertUP. aboireai agtf 
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ttx n fippoaamni tm lioeat CD, CL, CQ, cfla cootfntn piMcrti 


Ics, cooMat tSf M. IP — C 1 — — — — * * , larniatar 


■»., -i' 


i 


I 3 * + «-(- Jf X - 4 -il « X -)- n-^x Jf — _ ... 

• — — ' '— • — - — — , 5 t quaatitatibut a 4 

** x^-^/«tf^-*x x-i-y^aaH-xx 


iKundam potcftatfai elevatit, ... 

I aa j-4- ixx-+-»xv/«x -»■ XX ixx-f-ixy/xx-t-x» 

* — —’ • rz — * — ==-, fadaqut di- 

** ^ X y/4 rf-+-x X x- 4 -v/<i<»+xx 

ti.looe (uccrque CBiin f^dor diviTioncm recipit) fiet 

• / : _ IX v/flx-J-x* , , -E' 

s = — .ivf«x-hxx. axe: , quz formula maxima eft fiapwW 

‘ t* 4 ^ 4 a » t 

tatc doeata. Progredieni iorcai* «o + aqs ^ 1 — , , . .. 

h v^ 44 -H*^ = f , Quare • * ' • 




•.rp— ci= 


«4+axx 
44 -f- axx 


; «10 


X V^xa-t-xx Xy^xx-f-XX 


J 


_^ax x+xx 
■ " ■ • 

a*. 


Itaque fumpta ex arbitratu abfcifliiCM = x» accipiatur CM 

. i 


ax^x^xJ 


iuTuiiNtur diSereutia arcuua 1 P—C 1 = , S x = x, adycrto 

foM CM = a«v^a, & 4 ifercaUaai axeoum 1 P — IC=:a 4 |/a» «tqot adeo 
■qualeai CM. , 

II. Ex boc theoremate alia iafinita deduci pafluat. Aliquot breviter ia> 
diccmot, qua methodum patefaciant, reliqua alionim loduttria . rdinquemue . 

Accipe CQ quartam proportioaalem poft CG, CL, CQ, & age Q.N aor* 

■alem arymptoto. St ordina redaai Mbi P. Voca CM s= Tfaeoreiaa data 
aibi cquatioaea fufficiet 


pp— ip=iK/— itis -- iiitfiti * 4. 


4 0-hMX 


%0 


i P-FI = 'i£i ±15 ^ 4 - , quibae duobu. 

ax * -- ax: , 

P t — F I = xx-i-a^. _1 o yf»»-^z n _ x^/xx-HfX V x<irH^4 


a «e j iw» *ax a x 

X . _• i 


DaiildU Ti|o icauida «qaatiaaa ax priau otietut PP— alP -hEl^squalii 

‘ . ' gnaas 
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MMittti «Iftbnicz . Hoc medo b«vu proportioBAlet ia hyporbola trympto»' 
to capienti combioatio iufficiet quanpiorimos arens parabolicos» ({noraai dii«« 

icatia olgcbraicam recipit rcAiScatianui . Tamctfi CG,CL,CQ.,CQ OM 

fiat coatiane proportionales, danniodo fit C G : : C L : ; C Q .* C Q, fpatia G E K L, 

*Q.NN(^ erunt zqoalia, atqna adeo difierentia arcuum P P, I F reSificabitnr 
algcbraice. 

la. Antequam parabolz re£lificationem liaquamns, non iantile erit verba 
facere de cnrva, quz ejus re^ficatriz vocari poteft. Parabola C 1 ( Fig.6. ) 
tangatur io predpuo vertice a refta C H , 8c H I fit una ex ordinatis tangen* 
ti . Moveatur planum CHI motu parallelo, ita at C H planum delcribat nor* 
anale ^ano CHI. Hoc motu generatur cylmdcr parabolicus HCIich.Sum* 
pu = c h cytinder fecetur per ulanum h C i , quod cum plano H C I effi- 
ciet angulum femireAum. Planum noc lignabit In concava fuperficiecytndrica 

' I 1 

cnrvam Ci. Arcus parabolkus CI (Fig. 6,7 ) extendentur in redam' CI , 

& rnperficiei concava Cii in planam dilconformetur; mutabitur curva C i ia 

C i , cniut abfcilTz ^ I xquant arcum parabolieum C I , ordinate vero i I » 
qu.nt CH , que aqualis eft ex ceaOrudioaa la. Hac ratione delineetur cur. 

va Ci, per nuam bypetbola rtdificatnr. Nam accepu in bac ordinata ii,sp 
qualis C H lirdz in t. agente parabola^ abfeifia C I aquabit artam paraboli, 
cum C'l. Quum autem redifiMta painbola qaadretnr bypetbola, confiat euN 
vam delcriptam, qu.m diximus ptrsbo c redjficatriccm , efie unam ex hyper. 
bolz quadratncis. Si plannm faCi efficeret cum HCI ^dum diverfum b 

femiredo, cnrva, kda eadem conftmdioae, oriretnr,at exifieote ci i = CI, 

f f • 

ordinata Ii non prodiret aqualis CH, fed haberet ad C H rationem datam. 
Pdflei ciiam par^olicas cyiioder ita. (acui , nt iada complanari» 
ne cnrva nafeeretur cujus, ablcifiz cquarent arcus parabolices, ordinata vero 
aut edent aquales, aut datem haberem rationem cum abktflis parabola scce» 
ptis in diametro. Sed boc latis eft indietvifie . 

!.{. Poft . parabolam ptoponimus redificandam Ipiralem archimidetm . Haec 
de&ribiiur i pundo C , T l^.t') quod tOotu oqdabili fenur vetius pundum A , int^ 
rim dum linea CA atquabiit circulartter movetur circa centrum C. S(t 
A B cirta'ns ille, cujus circumferentia a pondo A deferibitur <eo tempore, 
quo pundum C mem tadiiineo percurrit radi^tm CA.Sjpiralis lir CDA. A. 
gatnr quaelibet COB, cum qua angtlum infinitefimum faciat Cdb. Centro 
C intervallo C t> dekribttur minimus arcus D m . Radius A C vocetur =r, 
integra circumfsteatta A B A =4»,arcus A B = ^i,ejus eUmentum fib=d^, 
CU=:/, ejus clcmeucuffl mdtxdp, aecus Om=dx.Quonumm D, Bbco> 
dem tempore pcrcerruiifiit^ erit dy: daii r : 4«, '4 
fed ex ledorum fimUiiudiae da>.* dafi r .• , o 

'erJIUibotbiM.Wiofitii. r*: ' ' 't 

*■ • ^ ../.a. Qt*k • M • W » 




r.) . 

l 


^ n -' v.*‘ i ■ '! 

. I.» ^ .‘ 'j ii' ^ . 


' l ft 


igitur 


• -*J 


II 


n0 






»• -r-i . , x 

.«it» ^... 

J!i -■• M «.■ ana^ ,ODi V •• r .■ ^;. j« ;: ••« 


't 



.(^ «pr«C- 


ko' iliem etpr«fl!(Jit iitus ^rtboIz,en)u femifAKSetn srt^,raa(* 


ab*'clffa jr ia nngcate: Ex iiis Aitim cagootca, naticMiaMoi fpiialii ar- 
chioMdiardepeDiicre ab hyptrbotz quadratura. Sed prsKMo> aaWenandaA «A^ 

«ecefkrtaai afiraqnadraiaraA (itcnii, ut.dcietflUMtBl coaflua|^>^iiuUcetjterti» 

yropottioaa^g pof^clrcnmfcrcntiain , & radium.*'^ *** / 

a^ loqairo io redificatiooem fpiraljs logtriihniicz^ ciijur oataram ac ^ 
¥cffA ita expono . I*rotonnm«rujfyfieinat!$Togirithmiti Iu C A f ram 

ileferibir circutan A BK..Tuoi famato arcu A B ci^uili logiritbaii.&Ql) *jui 
•uaicro,, puodum D erit in logiritbmica fpirali. Curva nzc tranlit ^r puo- 
fiuffl A, & per ranum A D circulo etterauM per infhiidS^fiRtai at^iataigff- 
qu* rtoodit B -cifCtti* ii iofiaitUB, per ramun *c(o ioAriiapi AQ ad 
aeaedit, Bi «fioitic fplri* -illud ambit, qua miqaam >«4 jliu d perreaiat^, Vp 
uto radio, fen proionumero CA=;r, arep AB=;¥, C^rr-j ,'*erlt e^quatfo 
WvK pHrt/y^/^rgo diflumitiairdo, fuppofita*^ f^ftematto M>mgeat« =ic-i ent 

^ ; atqui vocato Dm, — ^ «ft a : r.a if ; trgp 

rd>c= f feu e(^ iq wftaaU j ofteidir ct- 

linataiB CI7 «um «urva aamdtin itbiqua efficere angulum, quie eft p alcbcmm a 
r i * 3 a9 r» , . at IV 2. *' .a er 

fpiral^ Iojgarithmicz|y‘o^i^aij,^|i|jfiti|ija<jc^ miiimns P d = ^ y ^ ^ ; 

«rgo Maagnado m deoipta coiftrate,-'qoz>efficmt, «t fafia |r=«r arcua, AD 

<. p, lo i eeanefeatv «rit A-P= — — * T i — rr.ltaqM ftawiaada». 

gulos re^oc X.M = r,. |M ::^.r^ 
pp^oa NQ^.,Pct punmipa Ja.dg 






--e; igrir“l<i V.tb^ ^rn > V ,qu.ftt Jre- 

Aim IQ. Si ordiaata At AtMr A‘C, «t 6iD, hoiv pone zqualaanmbl »L, 
tt erit arens A t D br f e^IiiAa Cx^>Wa,’ fet -iateger^lbinaiii areor 
aequalir IL.-Qnxrnobretn Iic4t currt ji^riiiiMKA gyrei aoabiat cearrnoa; tamen 
e)Bs lofigiicrdo fiyHn'cfi,'*Bt aeqittHi-ILk Si^r^y, Hoc «A proraoornoau» fub- 
oangems fy Btmat A , -«itgttlur , -^aent 'o i ndi nana fadk-^um- envea erta femiredUsi 
15 . (Quandoquidem fphdtiiMdgeritbhiicie meMtiolMiB-fcctmtm iaMr iaiuean. 
dum erit, obfervare quomodo per hinc- cervam hTpabbajcqaadraMabtcum qua- 
dratura circuli con)ungatuq.,DuA^ CG norqiali C A.iAUr **)! Bg)iS! ii.^iP » 
CH deferibatur hyperbofb, in qna coordlijatarum refia'ngSnm^~fy™ ParaU 
Itiaa CG duc A E, & quamlibet HF. Deiude centro C radio CH deferibatur 
circuli arcua iccaoa Ipualtna is puo^ D ; vocato C H = C D =jr , confiat fpa^ 
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tiam AEFH=Sil^, & »rcam A B = si^; «rgo -r. A B = 

S • * Jf « 

'tni AEFH : « . AB:.*«: r. ergo AEFH = « . —.AB. Siiaitar AK <)u 

babett «d A B nUMcm a : e; fpttinn byprrbolicun A EF H = « . A K . Si 
s = Ct punfluai K cadit in B. Si ponfium O efi in prima ipira cnrvz , gr> 
cus AB lumcndna «ft minor circamtemntia; fi in fteunda, arent - conkicH ex 
toM circamftrentia & arca rainori; fi ia tertia, artus componiiar tx daibut 
circumferentiis, & arcu circumferentia minore; atque ita dxmups. Idem di> 
cendum efi da ramo, qui intra circulum continetur. 

Id. Hic exempla plura non addamus , quia alia non pauca proponeir us 
deiaceps. Nunc quem ninm habeat reftificatio curvarum in conlliuendis formu- 
lis dificreniialibus , quz carent algcbraica integratione oflendenduro eft.DpcuU 
mus quo paAoeaconflruantur per quadraturas ;fed cenflru£iioperrcA iication>« 
huic aniefertnda videtur, quia carvz, cujus confituAio nota eli, filo circum- 
plicato, rjus longitudinem in praxi nullo negotio determinamus. Verum redu- 
cere genaraiim tormulam quamlibet difTrrentialem ad curvz alg^braicz redifi- 
cationem, problema efi di&illimz folntionis. Utilitatem non exiguam babec 
theorema propofiium a Joanne Bernoulho viro de mathematicis optime meri- 
to; led, faienHurn ett enim, non ita late patet quemadmodum viro acutiffimo 
Tilum efi, n<<m Izpe lefe intrudunt' qua'dtita;(S imaginiriz, quz inutilem me- 
thodum reddunt, Sc de univerfaMs foluiionis polfibllitate luipicioncm-indacant. 
Theorema prop«armo$,&'huic m ximo iocommodo tutum remedium afieremus. 
Verum quum Bernoui lus ntatur in fua drmonfiratirne d.fTirentiarum difitren? 
tijs, qd s fecundas vocanr, de quibus nondum egimus, ad has vitandas , ne- 
ceffe nob s fuu aliam rxcogiisre domonlirationem , in qua folz difrcreutiz pri- 
az fefe oftrunt . bed ad rem prop ui accedvinus . 

17. Data p ptf X Sc conflantes, formulam pd», quz fupponitur reda£iaad 
linearem dimenfioncm, oportet reducere ad aliam tormu -m, quz exprimat ele- 
mentum arcus cur '2, cujus zquatio Gc algcbraica. Hzc quafi non vocata fefe.» 
methodus oSlrt. Supponan tur - urrz quzfitz coordinatz orthogona lrs ,y, o : erit 

elementum curvz = ]/dy -\-du ergo fit opportet pd»= l^dj/ -\-dit*; & 

p dx —dy -hd u . H:nc colligimus, quantirarrm p dx fecandam elTe in duai 
partes, quarum radic.s quadrat» fiat reales,kalgebraicz integr biles Sc quarum 
una ponenda efi =ds/, altera =d»; & earum fummatoriz erunt /,u cocrdina* 
tz curvz quzfitz. 


18. Ponatur eritp*<f**: 


* 

4» d» , a , X , a 
\-dx =di/ -irdu . 


- 


Fiat -- =:dSiS(. dx= d »*; ergo — — = d 3 ^ dx = d a ^ Sc fafia_e 


iotegratioue _ , » = H ; ex quibus z« = ay,quz efi zquatio paribolzpa- 


nuMtri =a. Qiurc S 


dx y/ 4XX-^ /I a 


obtinetur per ledificationtm arcus pa- 


labolici. 
•Xmz. U. 


Z 


ip. For* 
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Ji ^ dtt j/f ^ 
f 9. ForBuum 


% , '1 f — 

« ^ 


,f-i ■ I. 


reducere «poiteat U elementum 


curre «Igcbraiac. QmatiMi multifdicenc id» elevetur ed ^oedratum , vt ''fit 

? 4-1 » Hoc diridatnr tn, partes deu L — -z-^ . i ,ea quibus extra» 

hantar radices quadrate , nempe , i. Fiat multiplicatio per dxy 8t 

f— t I 

f {gU ^ “ 

exurgeat fermuls — , Jx »mbm integrabUet aigtbnicf. Fa^a iategra* 

■* 


tione rcfultant 


, e. Prima fiat =e, feeunda =jr, at Sttt^zsa^ », 

m, S 

ac proinde , que eft zquatio exprimens omnes parabolas, & by> 

perbolu inter afymptMos. Harum itaque corrarum aedificatio exhibet prop^ 
te formale integrationem. 


no. Proponatur zquatio ee y , — 

1 ' * 


„5 


1 

s c 


reducenda ad elementum 


eurve algebraice. Elcretur ad quadratum quantitas multiplicsns dn , 8c diri» 
datur ia duo quadrata, nempe , — . Herum radices ambe realec ducaa. 


X 

M e 


tur in idx, ut fiant f ff ^ ^ qox integrate 81 fadz zqoalcs.a, j 
i, r 


przbent J- 


, — . — — =jf» Arcus itaque curve his coerdina» 

^ ««m 

z 


3 i. 

er 

tia daferi pte egnabit fom materiam formale prepofite, nempe 




/jL+A+d. 

e 0 I 

• 0 c. 


ni. Juvat aliquando quadrata formule propofite addere, & fubtrahere eam» 
dem quantitatem diiTerentiaJem, ut pofiit cemmodius reduci ad rcdificatioaem 

curve algebraice. Ad exemplum quadnto formule — =~=, que conftra» 

n XX 


«ode 
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cuDd« fit 1 aidatiir , Xc detrahatur quantitas 




JJ» — x/t 


, ut fiat 


i 44 — 4 X-)-Xx4-4’‘ — itx.d^* —4 — x^dat 

^' 4 - ' =J 


4 X — XX 


4 X — XX 


H-dx . Ita quadratuaa-. 


-i-4 — X ,//x* 

farmulje datxawam dirifum in duo quadrata » d * , cujus ra* 

— 4 — X. dx ‘ ■ _ - 

dicta fu«t — ■ ’ - — ji/xambierealea ,dummodoxn>inor(it4, Jt iatcgrabilec. 


. ^ax — XX , _ 

Intagratioaa autem &fta«mnt v/*4 x — Xx =jf, x=«, ex quibas a u—u u=.i/ y, quat eft 

aequatio ad circulum , cujus reAificatio dat fummatoriani formulz — - 

quando X major cft 4 tunc etiam formula propolitacft ima giaaria. _ ^ax — xx 

as. Sit conftrucnda formula Quantitas multiplicans dx t{^ 

feratur ad quadratum , tum multiplicetur , & cUvidatUr per / , ut fit 

ft jigjj addatur & dematur — ^4===.t W proeeniat ^ 

g-g— 1 * ' . " 

■ — ^ " ■ ■_ 1 * 

1 ^ i ^ » 

g.g-,x g’g-1* g.g-i^ 

Ita divifum eft quadratum itf quadrau duo nempe 




g-g — H^ 
.1 


g 


■ — - , cujus ra- 

1 ' 

g — <t* 

dicis 'reales futjt, fi fupponatur /t> gp , nempe — ■‘Lf ^ aeci- 

pio fecundam radicem negativam, quia commodum calculo accidit. Radices iq. 
ventas multiplico pCr dxj & proveniant formuix daae aigrbraicx intrgrabiles; 
fadaque integratione ponenda eft prima lecunda habcbuuinr per 

' • . X yff * 

X coordinatz curvz quzfitz. Aquationes autem funt —~=^y, 

^ >/g 

y/Jj ^g P» ~f jLc= x~; »rgo j x* = i '8>‘w 


f \/g 

1 s s 


. . V/. 


.dfJL- fi„ L-/^fUL^;trgo 1 


*' . / ■ Af-i 


■gp 


~fl-gp‘ 

Z a 


fi—gp 

1 

1 


que 
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V«*qu»U»«ft^«lJypfia,ciij«fcmUxui!ttjor=iJ,«inw=± V 7 f -g} . 

' Vt J_ 

Hujm ita^oe tllypGi reAifieatioaa uaftruieur . 3^4 ^ 

kac for<auU p?ora feqacati capite erunt dicenda. 1 ^— f** 

propterea (as eft addere foran^ai p/»^c^ifr 
modi qumjtttem fdx algebratce integrabile-n, ut per methodum fuperiorcm 

h,b=„r: oj. s,ix f.pniil. ‘ai(.ti«,. ™,Viu’.Vi“r'. ’ •■ 

14. Ad exemplum propono Addatur huic formuU differentialii al*#. 

braiee integrabilis « formula fiat 


8 a*’ 

s»*4- 1 a*»*-+- K*. 
: dx = 


8 ax* 


aa X 


— .dx Elevetur ad quadratum 


4 . ^ i 4 “7 1 r* “7 *• 

x+aa x-f-x^ x-t-a a x* — / x 4-a i 

. dx f- 1 , , Quadratum- 


lOX 


* 1 4 a 1 

K r^'/ . 4-V 

Mc icindatnr in duas partes nempe 

* a 1 "T 7* 

" X -f-a .1 X -t- 

-TT * , 

4 «x i^x’ i 4 x’ 

a I 1 1 * 

* — * x+x X 4 -X 

— • dx. H* fuat algebraice integrabUes, nempe 

4* 


7~ .dx*. Exirabaatu radices 


aax 


«*-i_ « » » 

^ — > qn* (uat coordinaiz « , if curez cajus arcui xquat fum» 


idax 


natoriam propofitz additi quantitate algebraica . Sed determinemus 


idax 
% 


4 >f 


ztj . Hzc fecunda 


xVa^ X 

naturam curv£. Du* fuat zquitiones — 

idax 

cieretur ad quidratnra & dividatur per a , at fiat 

-■* . * a 4 » . » 

^ """ % 9 C “T* 4 V 0 U 

~ ; — = — . H*c dematur ex prima, ut oriatur — = * — — » 

idax* - * • f 

fcu 
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f(u = M 1-, quz eft aequatio ad parabolam. Parametro s= » deTcri^ 

batur parabola AFC, (Vig.ii) cnjui abfciff* fumptz ta diametro aemp« 
AB = m BC=/; ergo feaa AD= -j, eruor DB=:« . Poaamu* 

formulam ita integrandam efle , ut fafta x=/ evanefcat fummatorii . Abfcinde 

4 * 

DE= k duc ordinatam EF. Arena in iategratione adhibendui in. 

l6 ^4 j 4 

cipiat a punfto F; ita enim mnefett Ma x=/. Seaa DB= , & 

.„ 4 4 4_ A I 4 4 * 


i6 Mf 4 ^ 4 

cipiat a punfto F; ita enim mnefett Ma x=/. Seaa DB= , & 

Jx X*— * a*— f* i44* 

•rdinata BC.erit arcnsFC = Sl—H Hac in integratio. 

^ i6ax i6af ^ 

ne addita eonllante, fkaa ’<=/, omnia eeanefcont. Er hia, conflat, quomo- 
do formula propoGca, fappoTica reaificatioa* arcua parabjl ici, integretur. 

aj. Verum nulla noa certa meihodua docet, quzoam quantitas differentia- 
lia addenda fit formuic propofitae, ut ejus quadratam in duo quadrata (ecari poC. 
fit, quarum radicea 8t teaiea fint, & algebraice integr.bilea. Cui incommodo ut 
mederetur Joannes Bcmoallina,hujnrmodi theorema propofuit. Si pofitadx=:rdf* 

deCeribatur curva coordina tarum r . i — p p ^ , r . p — p^ — x, erit arcua hujna 
curvz , quem dicam L, =r. i— pp~Spdx, Demonflratio. Inveniantur coordi- 
aurarum elementa, nempe 

i l 2. — ==r— 

«dr. I — pp * — 3 p</x.i — pf'‘, ds. t — pp — jpd* r 

d s .p — p — iPP^x = p . d s . I — pp — iP^x.Sihzc 

elementa elevea ad quadrata , St quadratorum fummam accipias , invenies 
2 

4s , I — pp — ipdx .cujus radix quadrata ds. i -p p-q p d x prz bebit e lementum 
nrcus —dL. Addatur & detrahatur quantitas differeotialis s-O \—pPt 
tis . i — ppA-s . D i—pp+ itpdp — jpdx = dL pro atdp feribatuf 
ad x, ut fitdr. I^pp-hr . D i -pp— pdx = d L, &Ja^ integrationem 
,, i_pp — Spdx=L. Q.E. D. Itaqne Spdx= j . i — pp — L dabitur 
reAificato anu L. Advertendum eft in hoc calculo, liberum elle coordioatas iW 
fumpiaa accipere vel negative, vel pofitive, quia idem quadratum refultat , quum 
earum elemrnta ad fecundam poteftatem elata fimui conjuguntnr, ut hab.aiut 

dL*’. Similiter dum hzc radix extrahitur, incertum eft, utrum elementum dh 
debeat iflici figao an figno — , quod dicendum eft de arcu L fafta integra- 
tione . Quapropter in finguiis cafibus opportunum erit przfigere arcui L fignnm 
ambiguum, tum determinare, utrum -+- an — fit occipiendum. Memento non 
omittendam confttntem fi opns fuerit . 

ad. Ope huius theoreautis bernoullinni reducamus denuo ad reclihcationem 
^ ‘ cnrvx 
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Cnrrx slgtbrufX fermuUm lagirithnicun Sutim £ifti ctlUtiou kw 

X 

, a j — ad» . d» — X* _ ^ »»~aa 

bemin» = — t"P — > ®* f = ~r- = — .Prxterei i-f te 

^ XX ’ dp a XX * 


f. i—pp ~ . XX — a a. Coordinatx curvx, cujas trcus fumeadus eft , ia* 

fi ■ . i 

r 1 

, XX — aa — aXx + «4 - XX — «« ixx — «4 

Tcniuniut — ( — , fiv« , ; erg* 

^ ■ a» „x , J • a* » 

cx theoremate erit — i.xx— L = S .Ut definias, quodnam fignum 

'■di - . '* • 3t •/ i 

fumere oporteat, accipe duarum coordinatarum difTerentias, eleva ad quadratum, 

4 a I 4 

i. . , f , ■ « . 4 X-f- 4 tfx- 4-4 . * _ 

Cmul duo quadrata conjunge, & invenies z 4» =4h . Ex- 


! 1 

a X 


trafta radice —-^^^.d» = dL, Differentia L.x‘— »\ut habeas ; 

quim fi fuperiori addas, provenit formula propofita ; ergo vera formula eft 
Zl—i.xx— 44 -f-L = S - — in qua ita accipitor L,utcrcfcat crefcente x. 

a ^ , I I ^ 

ap. Exemplum fecundum praebeat iormula Habemus 


■r X 


y/xx~aa , j 4*<fx 4x »V»-a 

p=_S'__ ,lkdp = — ^;ergo , = = , 

j X y/xX — 44 ‘ ^ 4 


& 


t—pp= — , 3t r. 1 — pp =y^xx — 44. Coordinatx 'curvx quxfitx erunt 


X 

a 


$ . i — p pJ = — y/xK—aa, s. p—p^ — x = — — . Prima vocetur =«, fe- 

, X . 

Cunda mutato Bgno =i», habebimus uu = aa — ~ ,1/^ z= —;tigo uu=aa~sy, 

* 3 ‘ t M \ % 

* 

* df eS 

qui eft circulus defcrtptus rajlio =«., cujus coordinatx funt CF=i^ = — , 

( Fig. la ) FD = i» = -— y/xx— 44. Ut arcum quo indigeinits, rededetermi- 

Bemus, inveniamus in figura lineam xqualem>. Ex p«n&o B agatur tangens cii^ 
culi B £,& ducatur fecans CD£,eric CEr=x;quiautC F;CD;.CB;CE, 
% 

feo — :w:4;C‘E=x, Sc BE = y/xx— 4‘4,- ergo 6 Dent arcus ille qui cre» 


. . ‘ • - . 

Icit crefccnte x. Hujus autem arcus differentia erit 


, a 


d» 


tf y^xx — aa 


Cape dif; 
fcrem 
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fcnntiam y/xK—as, que eft quantitas coniangenda cum arca ad inaeoicadan 

9C ii ^ 

Utegratienem propoGtz ; ek autem erit — ?. , ex qua difTeTentia aren 

--/» > - »- 

detrafaaada «ft, at praveaiat farfflala prapofita: qintr* habebimus 

— E. I. 

- aS. Exemplum tertiam conflmat formulam Fafta collatio* 

“ ■ a 


am , am 
* +>f 


a« cum theoremuis formula canonica inrenio p = 


ans 


a-pp= 




_ , _ xm , xm 

I n9 #n d# )C 

. Przterea 

i 

a 


xm , X» 
s -i- * 


, . a m , ans 

d>t » “+-* 

r = — r= , r . x-pp = 

dn «• an» — i 

m a X 


xm , xm 
K. a ■ -f- X 


. Coordlnatz o* 


’ ma 


jus curvz, cu)us arens formulam integrat inraniuntur efla 


•H-+* I — r“ 

X X t». + 1 


fire Hujus cnrrz arensqui crafeit crelicente z vocetur L. Calculas ve> 


r» docebit, formulam hoc modo fetibendam cfie 

I 

~4 

i 


nv I 

— 4 dx 


xm , X m 
a -i- * 


xm , X m 
x.a -+-X 


m X 


— L. Si curvam quzras, quam ii^ 


ventz coerdinatz fufficiiMt, pone 


w-H I , 

— *.x= M.Hanc eleva ad 

m m 

ma 

«X-+-» iw-i-i , 

poteftatem i»-Hi , ut fiat ±. x”* *— — — — > fignum -4- valet, li 

. - ' tta”*. »w-f-s »' 

m fit impar, fignum — > , fit par ; ergo ■ ■ ■■ — «* > qez eft 

I»*" > % "S 

ad infinitu parabolu, It hyperbolae. 

ap. Quamquam theorema propofitum citzima gandeat utilitate r nihilomi* 

aus 
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au tliqMiido imtii* i^iur , qaain cft pp> t S taac enim ordUutn 

i. 

1 —/>/>* em 4 it imigtawia. Ut huic iucommodo remedium tutum effert* 
mui, relidis alijs, quz aut nnieerfalitate carebant, aut difficilem calculum po> 
ftulabant,(equ«ataffl methodum elegimus. Pufita dx=rd^ delciibatur curva_ 

coordinsurum t > p p — + »]•> ^ore 

S x/iK — ds^— i'PP — i+S^af^t.Hoetbeoremaeodemmododemoaftratnr 
ac bernoullianum. Sumaatur enim coordinatarum elementa 

l ■ i i. 

i$ . pp— 1* -+-3 tpdp.pp— —iit 

4 s.p^—p p'dp— idp+d>t=d»- In h« fubllltuatur dx pro s dp, 
ut evadant 

i I. ' i T“ 

ds .pj^'^ +Udx.pp - 1 ‘ =dy^^^^Pp - 1 ‘ -djj^i^±^jdj;^z=:dy 

dt.p^—p =di* p. dt.p -i-^-ipdx^du 

Eleva ad fecundi m poteRatem 

fp~^i . d s .pp~ I + ipdx =zdy Quoniam femp«eftpp>fp—i, 

■ ■■ _ I — 1 j 

p* . ds.pp— i-t-ipdx =du liquet fore femper ds >dp . 
Quadratum primum detrahe a iecundo, ut habeat 

ds. pp— i-i-3pdx =:du — dy , 8c ds. pp—i +3pdx= |/du — dy . In 
prima mquatioait parte addatur, & dematur s U.pp i , ut fi t 

ds. 77HT+S D.pp— s— »spdp-l-3pdx= x/du—dy^ . ^ro s d p 

fubflitne d*, & invenies ds.pp — i -l-sD. pp — i - 4 -pd» = |/dn dy , 

ft ffida. integratione s, pp — i -+-Spdx = S j/dn — dy . Q. E. D. 

30. Hoc primum inve nte advoca theorema bernoullianum ad uiveniendam 

integrationem formul* >/d»‘-dji‘ per rid fication ere cnr vg algebmic*. Ut 

hoc fiat, pone d^ = fdH, ut formula evadat du >/i — ff , in quaefl y <t , 

quia du^>d^*. Ergo quae in tbeoremaie bernonlliano eflp,nunc fit = \/i— ffi 
ergo ff =1— pp, que pofitiva efl. Qu* vero in theoremate bernoulluno ell 
», hic =». Qu* vero ibi eft t,hic vocetur =\. Quare in eas formulas in- 

trodudif his valoribus habebis dn= Il^ji^.Curv* autem coordinat* erunt 



, q f ^ f — II . 'Dem um h abeb ; s L = ^ j — S d w ^ 1 — f f » 

fivo -L=Sd« j/s — dji*. Hnnc valorem eoUoM «■ 
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formula aumari faperioris, & babtbii s,pf — i — L, iiwu 

Spdx= — i • P — L, quam in hypotheli ;> p > i imaginaria nulla 
turbare ponunt. Hoc modo patefadum eil nae dubitatione, quamlibet formua 
iam diflferencialem per rcAificationem curvae algebraitx coniirui pofle. 

31. Exemplo unico & facili “methodum declarato. Sit conft tuenda forma< 


— dx\/ 


- . Theoremate betuoulliano uti non licet, quia pofitap 




la . 

yjn—a 1 yj X — a 

fieret i—pp— — qnantitM negativa. Quara confugiendum eft ad mctho« 

■ * — a ^ 

dura ttura. a«. Erit itaque pp— i = •, & dpss — & 

x — s • i 




a K' 


a.»«* . M—a* 


, — -- — —j' ergo t.pp — tssix/x.yx — a. Przterea acor? 

d p * __ 

dinatz curv* adhibend* inveniuntur effe i y/aic~S, — ^=zn, liv e x=z u; 

Ergo ex theoremate babcbimua Zy/x y/x — a+S — ===— = S ]/d u^-d/'* i 

y/x-a , 

Huic radici calculus indicabit, lignum + apponendum elle. 

31. Jam vero per ea, quz difla funt num. ip, confirnamus formuIanL: 

1 /du‘^—di/^ reAificato arcu curvz algebraicz. Quoniam u = x, &y :=z\/ 4 Xf 

& fumptis difTercntijs dx = d>t^ dp~ , formula in fequentS mutabitur 

y* 

dx\/x — ±= £fy^^;ergo f = 8t i — = ergo 

* y/ X " 

1 


} 


D y/ .1 — ¥ f = 


r dx 


z*‘ 


* — df 


» du 

Dy'!— 


. Coorv 


dioatz curvz invenientur z^ a.y/x~a^ x — zs. Defcripta hac curva, ejusaf* 
cus , qui ita accipiendus eft, ut crefcat crefcen te x, voce tur — L,* Subttuuiia 

congruis fpeciebus in formu la gf^— L e= S erit ' 

z^ X ,^x~ s — L = Sj/da* — <<y. Quare boc valore lubflituto in formula 

numeri fuperioris z^x ■^x — a -4*S — y^x.y/x — o — L, fiva 

- V'* — 

S 71 . — L , five S ^ ^y_~ = L , qu* oftendit formulam integrari 

y/x — « y/x — s 

S r loluoi arcum cnrva algebraicz line ulla addhiene quantitatis algebraicz c 
etermiaemus curvam. Frima ordinata vocetur =r», focunda =0. Erit cr< 
Sfom. ii. A a fio 
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go 4«. M — tt — « = »+ •; ergo 4«. R+« = mm,qux eft ad pa. 
Tabolam tpolloniaiiaffl . Parametto =4adcrcribatur parabola AFC,(Fq;. 11) 
ciijus abrcilTs AE = fi>4-« , ergo fcAa Al = «, erunt 1 E = », ordinacz 
E F =M. Prodac EA ia D , donec AD = «_j erunt DE=sM-(-a4=i. x . 

, _ ^ WXy/ x 
V/X— 4 

j aut ip 

atefaciat nullam effe formulam dif> 


Quare «iflentibua D E = x erit A F =: S • 


Quamquam theorema bernoullianum aut ipfum^ fefc,autconjua£iam 
I illo artificio, quod nos addidimus, Mtefaciat nullam effe formulam dif> 
ferentialem, quz conffrui non poffit rcAifcato arcu cnrvz algebraicx * tamei 

t jj* : : 1 1 j i • 


quia calculus fzpe evadit maxime implexus, fzpe deducit ad curvas altiorei 
quam par eft , utile effe judicavimus, aliquot theoremata bernoulliano fimilia 
proponere, & fimul metb^um indicare, qua alia nullo negotio conffrui pof* 
fint. Sit curva algebraica, cujus coordinatz llnt « = j P, / = iQ+w xy P,Q 
lunt quantitates variabiles determinandz per p, & connantes; p data fuppo> 

dx 

nitur utcumque per x, & conftaotes, atque r= coefficiens conftans 

dp 

determinandus ex arbitratu. Sumanturcoerdinatarum differentiz nempe s i P+P d s, 
(^d s -h s d Q_~h m d X , Ponatur dPrrMdp, dQ=Ndp,& fafta fubftitn- 
tione elementa coordinatarum erunt Pdj-+- Msdp, Q<fr 4 -Nr</p+ mdx, 
fed sdp = dit; ergo P//r+Mdx, Q<fi + N+m.dx. Harum quadrata 

sunt P*dr*-f-aPMiyr(/z-i-M^dx*,Q*dr*-t-iQ. Nt»».</tdx+Nt»i*.d* , 
quorum qnadratorum fumma hzc proveniet 

P -hQ,. ds PM-f-Q. ti -hm.z dfdx-^ M*+ N -t-m . d **. Radix 

quadrata hujus fammx =i/du^-hdsi’^ eft elementum arcus curvz algebraicz» 
Ut autem ex haej-adix quadrata ai^u extrahai poffit, oportet, ut 

\/PP-|-QQ. = PM + Q. N-i-w, 8 c quadrando 

^ M V P P-+-Q.Q. =P*mVx P M Q.Nfm-+-QQ. ; 

l - 1 

ergo QQM — 1 P M Q. N -+- m +P P . N -H na =0. Quon iim b oc eft 
quadratum completum, extrahatur ejus radix, ut fit QM — P.NH-m = o , 
ieu & fubffitutis valoribus M,N, 4 ?^ “7^= ^ • 

Si ita determines Q, per p,ut— q— fit differentiale logarithmicum , palam eft, 

integrata ‘fuperiore zquatione, fadoqne tranfitu a logaritbmis ad numeros , in- 
veniri F datum algebraicc per p. Datis vero algebraicc P,Qper p ioventen<v 
fur etiam M, N. ‘ ' 

34. Hoc modo peraAa determinatione fpeeiei Q,& vocato curvzarcu = L, 
extrahatur quantitatis inventz radix quadrata 

^^VPPH-QQ+rfx N+^*=dL. Addatu iDl/p*H-Q.‘t *t 

*?• 
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^ , <#kDv/p*+Q* 

dcmttiir aeqtialt — , nt fiii 

^ e . 

dt V^pVqVj.d 

qu» iotcgrita nhib«t 

s l/p‘+Q.*-S</x. — - *^MVN-M*=L.Er hac, & fi,. 

penoribus formulis quamplurima theoremata bcruoulllaoo fimiliaproficifcuatur. 

j5. Sit primo Q.=p , erit »m-i. ^ = St integrando 

n»-^ilp = IPi fafloque tranfitu a logtritbmis ad numeros, ponentes canfla_t 

facilioris calcnii protonumernm =i, erit P=p”‘^‘; ergo 

M = N = =1, & 

ap dp 


^/p p-^-qq= 




±ili? — Itaque hifcefubllitutis orietur theorema 

_ y' l M .... J M 

= L exiftente L arcus ejus curvz, cujus coi 


ordinat* /nnt rp”^‘, r/>4-w» 


3d. Reducenda fit ad reaificationenr cnrv* algebraic* formula 


m j 
ma dx 




. Fafta comparatione cum — invenies p= — ;ergo 
j/p‘^+1 


- dx_ , , «l/x*”»- 


a ns I» 

ma dx , 

r- b — — L. 


am , a/» 

» -f-e 


m-t-I 


dp-~- — ,&r=-^:= e. Itaque fiet 

* dp ^ 

S r/ - 1 . 

^ordinat* autem curv*, cujus arens L accipiendus eft, invenientll^ 

1 _ 

= «, ex quibus zquatio curvz m^t 

S 

^ ‘”■^1 fit Mfitiva, ad infinitas byperbolas 

fluo .nm **’ deduximus ex theoremate bcrnoul» 

aiano Bum. ay, 

Aa a 37. SI 


m 

« o. 
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37. Si ^D<rtf Q = ^— f*. St m = — i, fieret 

=. 1^; ergo Utegrando 8t 

i. 

trtnfeuB^o td eumeros i— =P. Przterea d^—df — tp*dp, 

1 

d? = — i pd p. t —pp* ; ergo N = ^j^ = *^iP*, 

M = — 3 P* * — PP^ • Infuper l/P*+Q.^ = i — p*. St 

P ~^^ .3c — aa. Similiter 4- N^^= — Jp.Hii poGtis nifcitot 
dp 


5 . 1 — pp-—Spdx-=.h cxiftente L arcu ejus curvz cujus coordiaatz funi 


r.i — pp^ yi-p — p^ — x; quod idipfum cft bcrnonUiaoum theorema, do 
quo fupra . 

jS. Novum theorema cooflitues, fi ponas Q.=pp ; cz qua 

m . , dQ . mdp _ *pdp , mdp *dp _dP. 

dQ.=^pdp: eigo-^-f- = 4* — g-i 

Pf"~~T fp——r ^~T 

4 4 * 

_a ‘ 

ergo integrando IP = * Ip — — , 8c P = p — — . Ex his 

a 1 

M = ^ = tp-m, N=^ = ap.Itaque v/rp"+q^ = 

a P a p 


v/- 


1/- 


p—~ 4 -pp — =p -.— .1 p — - 4 -M-— = 


m . j/ mm rr •» » 

p 0 yzpp^i Ex quibus iDvfi&ies 


m 


E-slii+QS- v ' k '+ k ^'= 

" • 1/.W+ 


:;#rgo provtnUt iheo- 


m m 
1 


rema s 


•p — — • l/app4-^- — s 


— md>> . p + — 




• = L, Cvi 


4« 
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md» ,p -H 


* V^PH-r- 


aiCH cuM 


s. cniui eoordiaua fimt i,f — ^ s , fp — 

’ k 4 


39. Si cffet p — htbemns S 


I . f" * 

mdx. X -t- — 

r * 

l — T 


(»-=i Y'^ 


je * 


, Coordiaatz autem currz» ciijui' 


» X X 

m m d 

X — t KX 

= Lfunt — — =^««, 

M m % 

7 *” 1 I ^ 

8cx+ — =1 J «fgtt detrafta prima a fecunda zqnationa 

TT _ . / X 

m M = ^ ^‘“♦x fea iw>/4-HV'“ = «lu® libera» 

i 

I 

ta a radicalibut fiet 4»w au — 3 — m — ^ quam, conftat efle ad parabo* 

a 

lara. Igitur propofita formula dependet a rcdtificationn parabolz^ 

40. Poflremum theorema propona faciendo Q^= — j — - ; erga 

& integrando Ipp-i- 1 =/P,& faftotran» 

Q pp-+-i P a mtx 

litu ad numeroa pp-+-i*' * Q.= P» & fnbflituto valorn Q. erit— ^ =P. 

£z quibua lafto opportuno calculo coUigea ° 

m 

«k . d p V P '4' I . X o- X.T ^ ^ — P ^ 

M = — = tiL__ m+i.p-a, 2 k N_ — 


P 


Prxterea >/PP *|-Q.Q,i 
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i *f?t • ««te* 

—I I 


.fpf 


?y; 


^ -t-I 


dp, ln(iip«r 




JM 


1 z — — * 

)»-Hl tp —• l,p •+■ 1 -f-»W-t*l mp I 


PP-*- 


\/-T-^ 
PPI f -f-1 

I /“ 


Quapropter tkeorcma hoc oalcetur 


1 p +1 "t" I — S- 


— mdn 


y'- 


= L, firt 




I 


5* i p -f-l r^I-f-S 

' y- 


1 p -Hi -Hi 
mdx 


= L , cxiAtntc L arcu cur- 


M 


• P -Hi +i 

(»4 4 


ta cojas coordioatx fuat r. - - , & s. ^~ -Hw*. 

Eidtm methodo iu determinaaa Q;, ut quaotitae diffcrentialu loga» 

rithoica, alia theoremata poteria iovenire; qua ad conftruendas formutas per 
aurrarum ted.ficationem ingent^ przbebuac utilitatem. 


CJTUT DUOT> EC 1 MU M. 


Dc iategratioDc fortnulx 


& hyperbolicos . 


per arcus cllypcicos , 


t. /quemadmodum fure optimo utile vifum eft analyAis, eas foimulas que 
V«/ algebraicam iniegrauonem nou admittunt ad re£lificaTioDeffl arcus cir» 
cularis, vel ad logaritbmi inventioDem reducere, que quantitates poft alge> 
btsicis funt omnium fimpliciAlmz.*iU pari jure Utile eOe arbitramur ( poftquam 
agimus de methodo geaeiaU (edqcefidi formulas dififfcatiales uoicam variabef 

lem 
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lem coBtineiitts id rcAificationem curvarum algebraicarum , perpendere rellifi« 
cationes magit fimplicea, ellypfi» fcilicct & hyperboi» atque ad tflu reducere 
formulas, quz per quadraturam circuli, & byperbolz minime interantur. Om< 
nium primas czpit de hac re cogitare Comes Julius Carolus de »gaanis acu< 
tiiEmus analyfta, qui arcum lemnifcatz exhibuit per arcum ellypticum,& hy* 
perbolicum; atque boc pado elegantiorem reddidit conflroAionem curvz Ilo- 
croaz paracentricz , quz a fummis viris Jacobo,& Joanne Bernoulliis per re- 
dlificationeffl lemnifcatz abfolvitur. Ut videre eft in ejus opufculo edito in_« 
tomo vigefimo nono diarii Italici ; & in tomo fecundo ejus operum pag. 343. 

a. Poft Fagnanum Theoriam hanc vel maxime amplificavit Mac- Lauri- 
nus -geometra maximus, qui przter rcdliiicatioaem lemnifcatz a Fagnano an- 
tea traditam, dcmonftravit , tum binomia - ^5 - ^ — ^ — — — 


tum trinomia. 


dxy/z 














bb ^ bb-\-itz '—ZZ 

r 

fuppeita reflificatione ellypfeot. 


}/b b ± 2,ez— zz . 

& byperbolz obtineri: quz inventa expofuit in fluxionum traftatu libro fecun- 
do, capite tertio. Mac • Laurinum fecutus eft Allembcrtus vir cum paucis com- 

. „ d q 

parandus, qui oftendit trinomia - ^ — , -= — : 

-|-f 22 . y/a •+- b Z-^C2 z 

quzeumque Gnt quantitates e, i, -e vel politivz, vel negativz, quoties ima» 
ginariz non funt, femper integrari polita reftificatione arcus ellyptici, 8 c by- 
perbolici . Hoc demooftratum invenies in Acad. Berolipeofi anni 
utilem inventionem adaugens incredibile di£lum eft, quantam formularum copiam 
in eadem Academia tum anni if4d, tum lyat. ad ea binomia perduxerit , a- 
deo ut Theoriam hanc vir ingeniofus propemi^um perfecifte dicendus fit . 

3. At nemo adhuc peculiarem fermonem inftituit de* formula 

y/p-hq 2 2 

politis f, gy p, f, vel pofitivis, vel negativis, quz tamen digna eft, ut pro 
virili parte tradetur, tum quia pluribus varietatibus obnoxia eft, tum przfer- 
tim quia ad eam, quotquot per redificationem byperbolz , & ejlypfeos inte. 
grantur formu'z, revocentur, necefte eft. De hac egit P. Vinceniius Riccati in 
Opufculo a. Tom. z Opufculorum; Propofuit enim libi integrandum formulam 

^ in qua fygypit funt quantitates quzeumque vel politivz, 
y/p-^ZZ ' 

vel negativz; dummodo nulla ex iplis=e,-Sc in plerifque calibus locum non 
habeat zqualitas ff = pgj in illis fcilicct, in quibus pofita hae zqualitate ra- 
dices per divifionem eliduntur. Etenim in hifce fuppofitionibus formula eVadr- 
ret algebraice integ.. ='is,aut per quadraturam circuli, vel byperbolz conllrum 
mur. ^ 

4. Ia quMtiuubut « fi figoa omnia mutntur raior fermulznoa 

c mutst 
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«utitur, qnl* foonul» hnl« «qniviltt ■■ , 


V— f— «**V — ' 


di»ifioiercfultit^2^==4;P* Verum fi Juberem fbrmulim 
^ ^ matitis omnibus fignis in quanthitibus , qu« ful>- 

wdiuSstto^mul* fignum ~ effet pr.figendum. Nam ipf. huic 
. . ^ ^ multiplicuifqne indicem 

** y/-f-gz^.y/'^. yZ-r-J / * V- » 

. . , . i_ . • ^ . H*e inimadmfio pro* 

dutbus v' — » hibebimui — rZTfZTqTz 

minor CB=t. In ixe mai ore tcciputur abfafft CF — x, notum elt arcum 

/ ~ a a — b y , 

Jx yaa — XX. 


ollypticum B D = S 


a a 


. Adverte formulam hanc ii* 


tegrari quidem ellypfi rraificiH* fi abfcHh x 
Vx = , B ,u,em ex hii limitibus egrediatur, nondum confiat utrum lormn- 
U per reVlifitationem ellypfii integretur. Neque putes eam imaginariam efle, fi 
talor X atra eos limites^^pofitos fit . Nam quamquam imaginaria eft,fi x con- 


flituta fit intra limitet ±x=x, — x — 


^aa — bb 


; tamen realis eft , fi ila* 


tuatur intra novos boa I i mites .±*—- 


a a 


■±x=ta . Namque io primo 


cafu radix fuperior realia «ft, infe»»? 

imaginaria fit, mutatis omnibns Cgnis, ut ^ 

vadit. Pone x = c^, 8e formula inven ta in hac mutabitur 


BD = S 


J a a — bb 

dzy a a — €C\z • — 


l/-- 

; cc 


, Htncdi vide per 8t habebis 


2« 


B D _ g 

V'”* 


d^]/aa~ 


cczz.- 


1 — bb 


a a 


l/.m 

I ee 


— •' Q.U* formula re Aificata ellypfi integra- 




tui 
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tWa fi * pofiti fit iatn liaitet iaugturia aft fi Uai. 


fi «ero limitei fimiat 


tes fiat 

^ — ii 

= — -===—»= «• reaJa erit , iad aeadam cmfiat atraai ad refti- 
cys di— D 9 

ficationen eilypfis pertiaeat. . r-r- 

6. Propoaatnr jaa iategraada forainla Conferatur cum 

'Jp — q^z . 

ea , q uae paolo ante taveata eft, & habebitur r = y , e = ^ 

^ > *i**' '^•Jor indicat , non pofTe formulam referri ad rcAificatio- 

nem ellyp^s nifi fuerit /y > quia fecus effer imaginariuf. Itaque hac conditio- 

ne habua dcfc ribatur e ilypfis A D B , ( F,>. , ) cujus femiaxis majo^r A C = v7,mi- 

aor CB = In axe majore abfcinde r F — 

. ' v'/ ’ 

= S -t il/ eonflruflio valet, fit iatra bos fines 

Vi yp-q^z “ * 

Si «in>ites fueriat :*■ z = ±g = formula eriHmagina: 

ria, fi vero fiat — ^ =,Zta= »o ,realis, led quomodo iategretnr noaduoi 

compertum eft. • 4 

7. Si qu*ramos, quznam formula conftruatnr per reaificatioaem ejus ek 
lypfis, in qua fcffliazia major' eft ad minorem utv/T;i, fiet f= »ff— ' 

five f = -y , «uo valore fubflitoto, fiaaqne ©pponuna reduaione , habebi- 
mus 1? = 

v/»<? y/f~^gz\ 

8. lifdem pofiti s accipiatur ia axe minore CB aWcifla CG = x erit aiw 

cus AD=S ^ *“**■ formula inregratnr ellypfi 

reaificata, fi * polita fit intra limites ^>« = o,^*=* -imaeinaria eft fera, 
per , lix extra bos limites egrediantur. Fi»s at fnpra,x=rx,*faa^Q„e fubm. 

a.. , mtTT' r— ^ 


totione dividatur «quatio per & orietar i|a.^ 

/ 


tL 


y/t 




'b b e 


Tcm, IL 


Bb 


ce 


-ez:^ 

qu« 


Digiliiod by Gc-ogle 


«94 


Vlt E%' f %lMV 5' 


foTorah «Hbttnr >b aitu elliptico, fi iatrt fiaef 

; inagiaui» *ft, fi — -*J> — • . , • 

e • i 

■ ' Opvrteat integrare formulam Si ' comparetur cum ea , 

v/p — f** - 

que luper inreata eft, nafoeatur hae determinationet i = v^/,r — f» 

, — 5^,demum 43= Quare deferibe ellypfim, cujus femiaxis 

, _ 

\oi Ch=:)llJ^AI ^ (F«.i) minor €8 = ^// .Inbocfumeabfeiflara 

_j/l 

CG = a ^ fj — ^ ^ ‘ . Quapropter hw formula 

t/f r -1. 

ducitur ad redificationem ellypfi* fi contineatur intra fines _* — », 
erit imaginaria fi — a > ^ • 

10. Si fit i/= ^ boc eft quadratum axis minoris bii fum ptuuL.' 

, gp c AD 

«quale quadrato axis majons, five f = -yr,faet-r= » 

11. Tranfeo ad byperbolam, cnjnl primus femiaxis KL = 4 , ( Fig. a. ) 
fecundus K M = i. In primo fateatur K P = x . Qpifque cognolcit artum 

j » 4 -+- i* 

d* l/— 44-hXX. 

• i ' .i* • 


ma> 


re- 


LN=S 


4 « ^ 


Hanc formulam integratam exhibet ar- 

v/— »*■+-** r r • 

cus hyperbolicus , Ii x fit intra limites ±x= 4 , :±x=oo.Si >• pouta ut in- 


tra limitet X : 


realis eftt fed nondum con* 


^'x = 4; fine dubio formula eft imaginaria 

yj a a b h 

At fi limites fuerint ix=o,rtx= 

v/44 -i-bb o j- -j 

flat utrum ad reflificationem byperbol* redu catur. Fiat x = cz.y^ div idatur se- 

. / » a-^-b b 

— aa-\-ccz2 . 

quatio, per e ut oriatur =S == De qua 

. . . j y r i/l " « c 


-i-ezz 


formula idem dicendum eft, ac de fuperiore. Nam Ii limites * fiat —z — 
rt* = a» reducitnt ad reftificationem bypeAoI*; fi li«t :±g^.= 


c ^ 44 -+-bb 
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:t ^ iou^aria eft ;dmiui lUttttii liBitibas ± • = •,— » = 

«fi itain, f«4 i« «)uJ integratione per aro» hyperbolicoe nondum confiat, 
ea. Integranda proponatur femnla comparatio, A 






ki ealerei prodibunt « = >/7» f»^ — -=-,*=■ 

• \/P y 1 

ne imaginarius fit, poftolat, nt pgi> /f. Pofita hac conditione de fcrlbatur hy. 

perbola cujus femiaxis primarinsKL = ^/, fecundarios K M = ]IA£- — ll ^ 

W_r 

fumatur in primario abfciffaKP = 8t habebitur = S 

v/p y/ 1 . »/~p4-f2z. 

Haec formula ita confiruitur per arcus bypcrb«licos,fi a contineatur intra fintt 

:±^= 5^, :t« = oo . Sed aLConftituta intra limites :±:tL=^>— *= 

y/l 'Jl , v^f 

Jf 

imaglaaria ; demum fi limita iiurint ^ • = «v ±^-cs realis efi, fed 

i ^ S * 

adhuc dubie eonflrudiionis. 

ij. Ad habendam, hyperbolao «quilateraa oportct,at /= — — fira 


f = quo valore fubfiituto obtinemus i-— =S - ^ ^ 

. ' ’ y/ g ‘ V — *f-^gzt 

14. lifdcm p ofitia abfeiffa KQ _=x fumatur in fecundo axe, & inTcnietur 
LN - S ^ — , qux formula , qoicnmqne fit ralor », 

V P ^ * 

femper rcdific^to trwu bypcrbolico conAruetur. Statue 5c divide x* 


, »i. _ dzy^bt-haessz^ 

quationem per ^ e , nt obtine» — = - 

yjt 


^/bh e 


>-*- bb 

V-“ 

. fecaii 


1 C9 






IJ. Integranda fit formula in qua p, f funtpofi- 

^ 

tie».* fa fta compa ratione cum fuperiorereperies 

, . i .. - / , .y/P 

f — = — ; ex quo valore emitur effe debere ^p> /« , ne .primw axis 

' ' ^ ^ ' ** 
proveniat imaginarius. Si in formula adiit haec conditio deferibe byperbolam 
■ Bb a cujui 
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«uja* fimiaxis prlthna KL= alter KM = v'*/; *»« Aune in fe- 

" Vi 


«indo aae abrcidam KQ.= erit — ^ = qux form^ 

. * ^ F * y/ f ^F~^i ^ X 

ll» qaiciUBqiu fit Talor haac coaAruflionein admittit» 

16. In hyperbola cquiUtera fiet /= — — -— , fir» f = , quo vaion 

fnbftituto habebimus =S 

> rr I- f 

17 . Ut alus tormuUs, quz non exhibeat elementum arcus feilionum co> 
feicarum fimiliter integremus, proponimus formuUm '^( z!T. 1£ -5 , in qua«. 
JtStPiI negative, Sc pcCcive accipi poOuot.AdeamiHr.storfn<tulam utimnr tiib* 


flitniione x = 

+ f ^ 0 


, ex qua oritur 7i^ 


Vf—pKX 


His politis ma> 


aifefhira eft D. >^d e+zdit. SubDituatur in primo membro pro xcjus 


qua xa im agiiiaru fuaiiaa luiic ent raararo 
; quz pi^inde formula tc£lificata by* 


v' — 

. -V , — • ««rr.. in primo ciiv..iwtw 

•alor datus per^, & in fec undo pro 'ejas ealor datus pe r x, & orietur 

Lemma I.Dxa'=( A)^lv ^J.i£ -f- ( B)ir^Zz|^,e* quo lemmate 

, V — iT"t"fxx 

liquet formulam B integnn per r^ificationem feSionum conicariim, quoties 
integratur formula A . ’ 

**•!*•■* in lemmate omnes poGiivse,quo in cafu, ut traditum eftN. 
15* formula A, fi ^p>/'f, integratur per reiliheationem byptrbolx . Ergo e- 
tiam integrabitur formula B i n qua ad im aginaru fiunda utile ent mutaro 

*g«a, atque ita exponeret* ^ 

, t/i — f** _ 

perbola conllruitar Ii limites lint = rt*= Verum li fuerit in- 

_ Vp ^ Vi ' 

tra limites :± * = », rir» = ^ant x = rtx = «, , formula erit 

... v> -• • t/f ' V ’ 

anaginant . 

1^ Si /, ^ poCtieg fint f n egttlra Lemm^uperina banc xqnationem 

prxbebit Dx» = fAl££v^£±*££H>fB> exittente x = 

Vp~iz \ 

~ &q=r — ■ Pormula A nt doeaimut N. p.femperper« 


Vp—ixs 


. s/i+fx* /n 

unet ad rcftificauonent ellypfis, fi limitet q^fuennt;^ *=xo,iH=i=;Ergo 

Vi 


ctiata 
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tT7 


etiam formula B fi limitet x Gnt ± x = l4f» — w .Utnaik mil^ ^ 

--- 

itiaia‘ectra eos linitea ima^aaria ad. < ' . J’ 

«armula «htf.ienujda A tntegtatur dlyi^ reAificau ut habetur fi. <>.du^ 

fit lutra limita :±«a * = 4; Ergo etiam ahert form» 

Ia B dummodo limita * Gnt ^>»=J^:+’x=<» . Iu 


bac faypotbefi aequatio 


lemmatis formain hanc alTumit Dacx = (A) ^ 

J //'—9 yjg— f*>i 

«xlflente x = ^ — 4 ^ ^ , 8c a = •— ^.(^joniam formula B camdem 

- y/a — ix»' ^ — 

formam habet, ac A videtur eonflrui P'tTe ex N.d. eodem modo ac A.^vrnmt 
fi advefieris Itm^tet indeferminatarum x ^ ^gnofccs utfrmque Ibrmulam non 
poUe ex methodo N tf integrari ,ted dumi.xa| A ,adeoque erit SB=xf — SA* 
cx quo colligiiut formjilam B pert.ncre nd retiificatioaem ellypfia aiam.. fi li 

mit« >t fmt ^^■xssi^.^x^rao . ’ 

‘ v> * ■■■■• ••■ : r ■ ' ■•■*’ ’*■ 

» 1 . Quod fi g p> f f le mma 'hanc przbebit xquattonent D ( A ) 

vrESBT , u 

* r T 

J ^ * /m 

-- -— « Quoniam x eft intra Kmitea ±lx= m' -**-x= fi * 

^ — ,5 — t* 9 X X .4. 1 TJ X 

fit inara limitea..;t ^ =. ^ tam formula A,, quam fermuln B 

v^9 > 

hifise limitibus conftitutis integrabitur eadena hyperbola reftifieata per regu- 
lam traditam N- la. Quapropter nqlla nova fiozmiaU cx noltra mauatinao mw 
tegratur. 

at. Cafus ift» quamquam ad rem noftrant videtur inutilis t tameia om|t- 
teadua non eti, quia prirtet duos artus by perlmticos ^ qiwfum' differentia al- 

^ ^ s» —r ^ S 

cA.Ux boc eleganter^ d^moniteem us^^ne ~ ^ 

g= p — X , <f.=z I , ut formula,. in lu nc convertatur Dxixsr.(A) 


iK 1 


l/ 


a a 
.0 a • 




dx [ 


\/ a i 


• t ' 


4 X — •. 


l/q;q— n* 


d- ( B> 


l/x*-x" 


-^five multiplicando per 




- ifh 


0.a 


— M 4k 


-4-; 

i,V' - - 


^4 30^ 44 


t — 






d» 
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TXIMVS 


0 H — 4 S 

SA 


■. ,1 


I Scimns «x aum. 11« «uaaqot forsuUH A , B 

. V-- ■--•• s.' . ' 

•xhiberc elemeatua «mit bypirbolK «qni primus icmUzis=<i, frcaarfiit 
fumptis abfciffis in u« primo ita, at tarum origo fit ccntmmbyperbolx. Qaa- 
wfitufadcm byperboit, qus aaiaa «Ufcript axft; tume K P =» ', t(uc orrftaMam 

..., . »* — A A •• • 

‘ AA 


FN , ( Fig.x ) erit arcus LN = S ' 


^XK—At 


■. Similiter fumt 


fzV- 


A-» + A A 


~AA 


Bta KS=t> brdinitadue SO, erit artntLO — S , — - - ' ' ♦ 

. . ' i - r - . . . 

'Snbfliiutis autem' riloribus k, m mv icem unsm p er abam ita datas uvcnitt 


j/* 

A I g - 


« S=- 

r. 

ciprocan 


s ,s 

A “t“ A. 


v ' » 

o I * - 


s ,S 

• *+’A 


— — , » = • ^ , ex quibus confiat s', x rt« 

.(4^4 , 

*»"• . . , * .. ^«x-4 -AA.xx 

%j. Hifce ftatntis formulam antegrenus, ut babeamas a = 

LN-4^L0+M. 'Quantitas M eft quantitas addita in integratione. Ad banc 
determinandam parum predeft fuppcuire x = «, quia in bac bypctheC a;_ eva- 
dit ht fin»* cum arcu L O. Hunc in finem meliorem m eihodum irqn ct 


i-. :ir: 


l/l 

A r " - 


- C , A '■Ol fe”J. 1 , , 

- / 

I . 1 : . ■ ' A. 7 ■ 

«ur,'fi detenninerans cafum nbf ^;_= x. Erit itaque *= 

* , . - . - w * ~ . 

(rgo )?~AM=.Ag'~\-— — qo* refoluta exhibet fequentes radicea 

‘ . f.*" 


il/i— =T. ^unda in byperbola locum 

4 V- A.. 1 .l-\;L. -V/a*-+-A* “ r- 1 

non habet; pofeit enim x<a. Itaque ft« K T = # K « -h- r— ~ » * 
duc TV. In hac hypoi 


ftis in asquatione 
baA 


_ ^i4 a-t^A A 

arcus LN, LO evadit LV. Vaioribus i- 


is fiet 

1 


V'**~i~** - ^ V •+*A=aLV-hM,per quam qbtU 

» A < * ' J!' 

■emiu valotem ^ *“ 

, ~ ■ • > oaUc; 
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■tfcerar 


L O - > L V -V L N = -J, fivi 




VO — VN — i . Hinc cffbtinttar thiorcm * 

«'4' • - ..... I ; . I . ■ •• r 'I. 


Abrciff» KT = 4 V/i 


+■ 




, anipiatu KP=m , 8 e 




v/;. 


XX — 


KS=» = 


4X-|-^ ^ 


V^XX — 4« 


, frit difierentia daorani artuum V O , V N 


algebraica, & «qutlJi — i. c r 

14. Aliam item ejufd em fermu l» traatformationem obtiaemus utentet hac 

methodo. Poaatur x = « qua provenit a; =: tr/ * ' 

quadrata alterutra es his formulis obtinebitur g’^gxx=zp-i-fi^‘3^ — /xx,cn« 
jus diSereotia fumenda eft boc modo g^xD. s ds — /x 4 x; dividatur 


per ^x, 8c obtinebitur ;D.xx 


9000 xq 


fdx 


, in prima collocetur valor 


X datus per X, in fecunda valor g datus per x, A habebitur 


Lemma ILgD - ( b ) 

, j. . . ' 

lemma tradit integrationem formniz Bj quoties integratur formula A. « ■' > 

05. Si omnes f, p, 4 funt pohtiva formula A ei -N. 15. iruegratne 
rc«incata hyperbole, dummodo Ergo etUm formula B, fi x conti» 

neatur intra limites :+ x 3= 1^, J ± x ~ ^ extra quos formula eft imagina» 

VZ y/e 

tia.^erum formula B iifdem conditionibus prstdita eft ac illa, qux integrata 
ad. Si f tantum pofitiva fit, reliqu* omnes negativa , aut r iceverfa lem» 
ma fecundum, hanc for^nr accipiet g D 1? = — ( A) ^ ^ } 

Formula B eft 


i r • • . 


V'^~Z*x VZ-h*^3j' i/f-f-gxx 

prorlus limilis fommlx A, atque fi 

= X polita erit intra limites i x= ztx = o, quare ntraoue 

- , . Vf" '^ - ‘ 

conflru uur per regulam traditam N. 9. Pofiem ex hoc cafu deducere duos ar- 
cus eliypticos habere differentiam algcbraice rc£Uficabilem , quo in cafu abreif. 

. • . • < . ■ . i. .. . , 1 ’ 
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\L19E% 7\tMUS ' 

fz M, 7 (amenix effeot in ellypfc-axe minore; fcd aresi boi ptnllo iniirt 
termioiM aueptis abfciiBs io aze"majore. 

17. Si g,f fuerint negativz, fcliau z pofitigz v«l viccTcrla lemma hanc 

zqllltioaem prebebU ^ D = ( A ) * £4- ( B ) ^ Si 

y/p—^z\ y/p—f** 

ponamus fq>gp ex N. & formula. A integmoir ellypO refiiica ta , fi ^ fi* 

intra limites ±.x = o, "i ?;.= Hoc in cafu cuin fit x= 3 i 

_ y/f—gz^ 

st— «»* * *■**• limites x= :±x =a. Quare utraque foi^ 

v/y— <»* v'^' 

■aula ex N. 6 . integratur per red:ficationem Edyplis. 

18. Determinandi jtm (uot arcus, quarum differentia per nlgebraicam il« 
tcgrationem obtinetur. Formulam ita difpqno ^ ' 

,D.ii ^ s«t», = 

... ... 

* ' l f 

/=f lornala trzdtj^ 


'p n j c 

it.y . . 

- • *r 


S 




D>e*=:(Aj- 


'I 


i* J/* a — Kx 


I — A 8 


+ (B)- 


■v/«4 — zz ' yj ** — ** 

Confiat ex nnm. 5. ntramque formulam A, B przbere elementnm arcus ell^ 
ftid, cuius fenaiazis major =«., minor =^, fumut^s abfc fiis x in axo 
majore. Itaqon icAit ia ellypfis BEA ( fig. 1. ) axe majore C F = x , C 1 =q, 

xl//-x^ 


M valeant sqnationcs z = - 


«— X*. 


2 AA^bb 


SM 


_ «e 

- ’ - — ir-' ,1 

j/ » —h' 

1 

I * 


quz 


•iUndant q, x reeiprocart, duaifque «rdlaatis FP, 1 E, erit 


j a s — A* 
<fx r a — X . 


. |/l s 

dz r S —!{ . 


BD=S- 


- BE = S- 


V"a-> 


1/* ‘ 

y • — z 


*— ** 

ap. Quamobrem integrando erit — xq=BE + BD + M. Ut de* 

finiu conftantem M, adverte pofita xz=o, fore 7^=0, 8 c BE = quadranti 
eliyptico BEA: demum BDezoj igitur BEA-f-M = », & M= —BEA ; 

cigo 
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— 1 »- 

M5='BE+BD~BSA; M BEA-^BE^^AE j 


•rjo -2^---. »<?i==BD — AE. H^*c <«qttCM tbcoremk hab^o. In qao^l^ 

iqp» qniif MWg .e Hyyit» BE ^ CF=«; tcc^ CIs: «;=? 

■ ■ ' . jiiiwtiq 4 iMnia «nmiai BQ^ AS «Ifebraica ba. 

_ .... 

legratur, & invenitor xqnnhi — — . »*. Si n=i,ot ellypfi* cnnvertatnr 

^ * — r**-^ 'i‘*? '’^ 3 R.rstj. ,«i ' 1 .. : 


4 

» L* 

« -“O 




!n clrculom, manifcRom eft— — ergo differentia arcoum BD-,‘ 

■ .1 ; J .1 ■ r.' : i, ' 

A E nnUa erit. Qo» vertam toilieitnr.ex . maxime obviis profmeutibK eircutf. 
K»m’qBam'in byp*th#H fft CIrr«=r — x»t=FD, arcu» BD, AEz- 

qaaliS fint nrcr's; _cft. Vrrum in ellypli differentia arcoum BD',AE nutlefcit 
niinnquam at cpcit cafibiM , in quibus lia attt m =s », aut >t = «,sin quooinia. 
pnmo uterqne annr no!'^'’ft , in attero coincidit cum quadrante eliypticoT 
jOi Ut duo punita i> B toiotidanf in enum pooftum_ V, 'ppbrtct' ilio 

a-Jaa — xK 

k = » = — - , ea qiu ontor seqaatio - . . ■ — ~ 


|/^ »• — xjt . 


ka~-*-h 


refolnta faSScit ^nentei radfcei' 


» ,1 

at 4U — 0 e *a 
* K — X . — — - =u — n *« , quK 

•' ' • • 

m— — ==,,*= -T-==»P«ma non «pn venit ellypfi , quia poRolat *> a 
y'« — b , ^a-^-b ' 

Itaqne feea CT = — ) 4er- . & «ge perpendicularem TV, differentia duomm 

nrcuum BV, AV erit qiUntitaa 

tue in formalis valorcm inventum x, ^ invenies differentiam 


^xxuttQi — 4 ^ 0 C^uoni*ni BV — AV* 4 h 

ite» 


BD — A Es — — xZj detrsAa hac ex pri- 


ma Kquatione fiet VD- 5 » V ^ J= fZ - ^:A 

‘ ‘ ■ - ’ : - A = ’ 

31 . In eadem bypothcfi x,f neeativammj /,/ pofitharum fi fupponatar 
. Tam. II. Ce ff 
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«01 


Lit ^ ^ 


itt «iifpoauur «quatio *D»» = ( A 

(iuonia. , l ^ , 

- ^_/,4-/x« '‘- * * ' y-/+«*s 

eonftituatnr Utra liaitoa ^q = •• j pofiia «rk Utra- U«i*«i 

7 " . . I - % * / . 

a»=:* ^ j!:x= i?-. QiiafWpter lietif frrfitfie A A B tabeaat eamtorfer* 

* \/^ ' » ' * ** 

Bim , tamen fi A integratur ex methodo N. ia.| B tx aadem methodo 

" ** V a 

'tegrari non’poteft. Verumtamen ttiam fi limites x fint +*=♦, l!:x= 

. . . - vX 

«quatio noftra demonftrat formulam B, io qua ad vitanda imaginaria figna^ 
•mutabimus, integrari reflificata hyperbola. , ' ; , , 

31. Qu* formulae inventae funt badenus, dependent a reflificatione feliusel* 
lypfis, vei folius byperbolz . Ut eas detegamus, quz per ntriulqne curne redU 
bcationem abfolvuntur, novum lemma eft conftitneodum . Hanc ob rem forma* 

lam generalem ita dilpono . 

oa -_ * fdss-^gz^is _ gdt .fi 

dz.fi-KP edz. p-^- 12 ^ ^ dx.-f l-il_ 


if . zz .\/ p -i-f g g "f • v^/"W S * • "Hf ^ * f -vV+dS^* 


adz y j p -\-ii z_z ^ Quapropter obtinemus 

a’.»s « 

.=(B) 


«iV 


STjfoln SB^j- ■> /J^ ' a'J f V' ? 1 . 

ff—gp-a^ ,'P^ld Zy/r+g K.^ ,n\ $dzy/p-^isx 


Lemma III. (A) • 




V/ri-f v^/:i-da^ 

33. Ut utraque formula B; C Iit in poteftate, aliam bypotbefim tioo i^ 
veniemus, quam lupponere negativas gf y. In ha«' hypothefi « qtiatio eri t 


(A)-= 




,-(ojy 5 .y^:zlA 3 -. 

y'/— .§ 7 2. 3^2 

Snppoaamns formula BlntegrttUr per arcum eljyptico a, formula C per 

hyperbolicura.Nampofitis limitibus i 2 caco,' ai 5 ^ 4 , integrator B ex N. 

i , s - vt - / H t . 

utraque itnaginariaifi fint 

00, integratu^ B ex N. lo., C ex N. ii. 


o o ~ ’7^ - » >i Tf ''- J • 

d., C ex N. 31; fi limites fint — « ,ut 


</3. 


34. Formulam 


: — 


> >■ v'/— I : * :•■ 

vertimus ops fubftitucioitis 22=: Ad — ^«jio M eli quantitas determinati* 
V . ’ ■' .'i. . . <U 


— '■ ■ ■ • 'J V 

, quz mox integrata eft, in aliam coov 
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CJT9T VUOVECIUUM. 


:MQ$ 


it !i opcntieiM pngrtffu. FaAa utcv fabftitatioM pravcfiit' ri .*<■ 

-- ' ■ ■ — . Dvplici Bodo obtineri p*« 

Mft} nt uno cz onabiis radicibus extrahi poi&c, nempe fi ponatu «clM=— , 
Vil M = JL. In prima fnppofitione formula bam oritor 

— - ■ Quando ponimui/ f > d p.fi fiat /f ~gf=:g nr, 

✓/ — d*» • y^~~^ -+-f >“• 

^ood trahit habebimur 


— d. 


. H«c realirerit. 

fi M media fit inter limitet ± x — — ^ , qui refpondent limitibus 

1. 1. jp , y ^ 

ZT %—o^~ » — nam fi z conttUuatur intra limites ir*= — ,:rq=o», 

t/f y< p 

indeterminata r> eeadit imaginaria . In altera fuppoliiione nempe M = — 

■afoitnr baec formula 


■ dx 


/p — ,xx. 
fiipponitur, G Gat./p-;rd/’ = *'f > obtinetur,' 


^ Quoniam /f >gf 


. ■ . . . LEealii cfi 
i/p— f xx.^/'i«-f-nx-x I 


' -’r.. j \ J T ^r** 

feinui’a,G X conCGat intra limites^ xrzl^,:±x = o, qui rerpondenr |imiti'> 

V -t- -1 'JP e.*- ^ - yfl - ■ ■ 

bui — ^=e, —a fi eoim * ponatur inua fines :r: 5 = 

"''/t y/g 

fit * imaginaria. Ambc autem formulx fcilicet - - — ^ 

-i • > ' . . }/ t 

— rL integrantur integrata formula — , 


f— .i * * 
ia eo 

= (B) 


V' A — f * * • v' •» -t- « » " 

CUI fcorfim cquantur.- j.< 

)j. Nunc revertimat ad Lemma te winroy 8c ropponentes ia eo ncg.tivat 

g^p aaneifeimur zquationem (A) — /f —^p.dz 

' V / ~ .t ^g.i/-~P4-ea a 

* 4-( C Si ponatur ff>gp formuTa /f 

>/— Vt—gz^ ^ . ■ 

ifitraeatur tx N. J 4 per arcus eliypticot & Lyperboiitot , foricula, C ex N. 
iS M aj per lolam retiiiiicaiionein hyrCrbo'z. Eggo per arcus irMionum to. 
meatum integrabitm etiam formula il, quz reaita erit, fi a media Iit inter fi> 

... =i.=5. ±. = 4''. 

. . c.’. »«:>. 
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f .• i 6 . Ia leoiiiiite tarficr fitppaaifflM latattxat y a en ni ^ i i i ^tfiatitiyqg^ 
Jfgnis in offinibiu 'termYoil uncifceanr (A) - — j 

/•. • u-t 

^ — ( C Formula A cx bJ.jy iottfratnr ra> 

y/p-hizs y/f-^gzz 

Aiiicato arcu ellyptico, & byperboiico, forinula B rfdiikM* arcuellypticoex 
•N. 9: ergo formnla C^reAincat» frflienibtM conicis «ft in poteftat^Si ^mo- 
dia Iit inter ±^ = 9, :± e = formulx tres reales^uot, ftcus* iaiaglnarlifc» 

r^' 0 . •— - - r I u . ’ 

37. Determinatis his duabus formulis^ <)uz dependent tua ab ellypfeot, 
tum ab hyperbolz reAificatione, rerocamus lemaa primum, in quo iuppont* 

'mus gyf negativas, ut habeamus Dx 

< ■• ■ ’ • ••••• • 

exiftente x = - ^Z 1 ^ 8 cs= Si fi>gf for- 

/ff+fxx V'-/H-f2S! ^/g-^ 1 ^* 

■uun A cz N. 3^5 lategrttnr per icAtficationem utriufque fefti^s.ErgoeiiaB 

lorniala B, fi z confUtuatur inter limites = quibus pofi- 

tis forata A poteft effe itslit, ertt x intra fines ^x=ao, ^x = o, quod 
indicat foronlam B ietnper efie realera. 

3 8. Si in lemmate primo ponat g negatiran^ b sbebil P *!<. = ( A.),. . ■ 

ii^a-ZPll exiftente x= 

Si ^ condi tuatur inter limitet rtq = o,;±z=i ^invenaetar x efle inta Ii* 
* • \i i V* 

mites ±x= —,' ±* = o, extra quos limites ntraque formula imaginaria eft. 

, , . i/p ‘ - 

Finibus hifce fancitis utraqoe formula integrationem recipit ex N. 3<. Quocir- 
ca cognofccs piures arcus eliypticos , & fayperbqlices coninnAos per figna-h— 
.eue alubraice .reAiiicabiles. Verum re diligenter perpenfa oomperica, oullota- 
lios halieri arcus nifi eos, quorum differeotiz reAificabiles funt, de quibus an- 
tea loquuti fumus. 

39. Advocamus nunc lemma fecundum, & fupponen tes negati vas /, f , fi- 

-ve, q uod ide m eft g,f invenimus ^ D q x= — ( A ) — (B) 
f d xy/ f+gxx . . 

— 7- — ' • Si tf>pg formula A per arcus utriufque fcAionis integratur 
y/p+fx X 

ex N. 35. Ergo etiam formula B,qux eamdem formam babet ac illa, quzin- 
tegrata eft N, 37. Quate ejuldem formulz ex ultima noftra zquatione nova... 
poteft obtineri conftruAio. • r ' 

40- Denique in lemoute fecundo fapponamus g negativam , five quod i- 
c • dem 
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4eai el»£i^ti«ni i^qurt o ntTO ■qp itUr» ^OlrHtttr ^. fiquatiog D *t « =->{ A ) 

V>+-f££_ \/-p-^f**» Vf—g^e 


,= \/— 


_vT/- 


bic 


Si 2 contitutur antra limites = habe- 

M linutes^rt* = ix=-oo. Atqui politis bb limitibns formula Atx 

N. % 6 . integMtur. Ergo etiam formula B, quz iormnia imaginaria en,fixex 
ftatutis finibus egrediatur. - - i . v 

41. Poft has demonflrationes ia aperto elt formulam — >, quas- 

cumque fiat f, 4, p, f vel pofitivz , vel aegativz femper integrari e lypfi St 
byperbola re^ificatis . Ut autem facilius inveniri po(St,qao in loco hujutcedif- 

a ttifltionis quilibet cafus contineatur, (equemem tabulam lorm»«1fflos,quz io« 
icis locum tenere poteft , ia qua omnes cafus diflin£)i funt & numeri cxpcfiti, 
ubi finguli continentur. Littera E indicabit formulam a refiificaiione ellyplis , 
littera H b"rt<<^ificatione byperbolz dependere. Ubi’ dtraque littera conjungitur 
formula poftulabit utriufqpc IcAionis redificatiooem . . 

; ' V - . : -Ii 


'T A 2 V L J. 

i I . tl - . 1 

+/4-s+p-Hfi — /— f-p — f 

S' 

^*ll>gp - r E.H.^7. 39 

+7-»-f-i-p— f . —f—g—f-hr 
Si liaijies fint '• E. 9 

extra bos linitta imaginaria 


— p-t-f , — / — g-^P — f 

,V> 


Si limitet fint :lrx=:e, ±ar=^ ima^naria 


:±x=^ 

. Vf 


E. H. 40 


Si limiter fint ^2 = 0, = ^ E. H. 34 

J 7 t/s - ' 

tt2 =— , •• imH'o»ri» = 

Vg 


. \ 

-/ 
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(a;.. - tJ ■ — ‘ ' y* 

' Si limites fi« zttsz»^ z±s = )ll imaciaarit " ’ 

-y/g 




vg 


E. if 


^ *i^-»-/-t-«7 f-f; -f—g-^p+i 
femper tmagioaris 

- 1 •^f—g+P~i; A*t-f 


Si Ii- 


E. a 


8 ifg>gp «i»«» -?:=^.-*=^imsgiiuri* 
v'f_ Vg 

Bat = E. sp 

Si Ii- +a = o* i, = i^ H.ji 

_Vg 

Sigp>/f «hei = :t^=v^ imiginsri» 

Vg Vi 


fint rt^r=l^, Ztz=z 

‘ — ' - » - Vt 


H. la 


^ r '>i^ r~f-hg+p—t; +f—g-p+f 

Sigp>fi- - _ _H. iS.is 

' & limi. d-*= j 4=, :t , = 5^ 

V- ; - >/g V 9 

* extr» hoc limitts imfgiasris. 


Qpti®*« fit ttfi*s_ bujofee tabnlx , opus non cft , ut explicem . Nim. 
froponia aliqua formula ioeeoieodus eft in tabula ca(us,ubi lpecui/,^,p, f 
pxlem fi^o doaatz lunt. Ibi inveaica conditiones, in quibus tormula aut ima* 
ginaria cn,aut pertinet ad re£tiiicationem alterutr.us,vel utriuique IcAioosco» 
ait*, & numeros denotantes, quo in loco hoc fit demooftratum . Caulla exem- 


pli fit propofita formula 


izV^ f ~z ^ 


Fac invenias in tabula cafum .ubi/tf 


j/— pH-fq 

fiRito figno — affa* fint; atque hic ultimum in tabula locum tenet, 

nte noutum lepotics, fotmulan leaicm etle non pohe , nib z media fit inter 

limi. 
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CJTVT UVOVECIMVM. 307 

Umiia i a = Pr*«rea cognofcct, fi gf>fi formulamla» 

y/g 'J‘i • ) 

Ugrari bypcrbola rcAificati, ataua boc dcnonilrtri Bun. 18. aut num. 15. Con< 
tra G/f>;», conpcries formulam td fui integrationem indigere reAificationn 
Btriufque fefiionis, itqae hoc probari mus. 35. Ita de caGbui reliquis. * 


'CJTUT VECIMUM T E\TIV M . 


J V 


Dc formulis , quorum integratio dependet a reAiBcatione 
cllypfis, & hyperbolx. 

I 

s> Jn fuperioro capite , u bi per arcus ellypticos , & byperbolicosconfirueadanLi: 

curavimus formulam — t quam deinceps canonicam appellabimus , 
‘\/p+gxz ‘ - 

diAum eft, formulu omnes, quae ad hanc reduci polTunt, reAificatis byper. 
bola, & ellypfi fimiliter confinii. In boc vero quznam fint hujufmodi formii* 
Iz invefligandum eft. De theoria hac ingeniofe egit Alembertus formulam re> 
ducent non ad noftram ' canonicam , fed ad dnas alias formulas. Poft ipfum me- 
thodo fzpe fimplicitatem concilians atque elegantiam promovit theoriam addens 
Sennalla P. Riccatut opule, a. Tom. a. opttfcttl., cx quo decerpta funt «mnii, 
quz io boc capite tradentur. 

a. His przmilfis rem aggrediens adverto nos in capu fnp. num. }t., ubi 
per arcus ellypticos & byperbolicos integravimus formulam ^ ■ 

^ ■ Vp-H^K. . 

quam, ut dixrmus, appellabimus canonicam, ad banc ipfam deduxifiTe formu- 
lam aliam . . , , «fos hae methodo . Formulam caaonicana^ 

y.f MrqzZ •'e ■ 1 ^ 11 ;.!.- 

iia difpone *_ = 

+ \Jl->t-gz%. yJp-^q Tz -g-^f-\-g^z.y/fr¥>g*x 

— • U^gp.dz £5 

sz f y/ f -hg 'z 'z gzz^.y/ p + gz\ 

= - ■ ^ ^ ^ Qu« duae formutz' quoaianu» 


Ti-^gp.^p-hg^Z • ff-gp.y/f-^g\Z 

conveniunt cum canonica , confiat formulam 


dV 


:femper rc> 


- ^/f-\-gzz.y/ p-\-gzz 

duci ad canonicam . Advertendum primo . Si -una ex radicibus per conflantem 
multiplicata alteram daret, \\xmfq—gp'. quare inutilis eft hujufmodi przpara- 
tio. Verum in boc cafu evidens eft, formulam non indigere arcubus ellypticis, 
& byperboiicis^ fed integrati fuppofitis dumuxat quadr a turis circuli, & hyper- 

bo- ‘ 


i - 
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bolc . AdveRendam fecunde, fuperiori capite. N. 34. trt» fcrmniu fnmnutu 
•zitbitac (niffa, in.prcMti conti nem ur,Q.aiM in ilUa c&fibua dtiliBi ctik 
eam integrattonem ufurnare. 

1 . Si radicea doat mriaulas fiiperieria fimul mnltipIictHia , aliam obtiMbi» 
miis hujus fiMma; ■■ ; f. ? ■■■- ^ ia <}tu potaA etiam cfld i=a. Sita* 

y^4-^kzz + c^ 

Bomium z- 4 -b c^^* fit a^olabila ■ iti dao binemia mlja bnjas f«nic 

g-\-zz, coaftar ez'N.‘l, fermulaffl integrari fuppolita leAificatione cilypfit, 
h bypcrbolz. Verum fi tz bujufmodi binomia nlolubile non fit, quodcontin- 

git , quam «> docendum eft, quo paAo formula fit traAaada. Primum 

ajicieadus eft ez triaomio fecundus terminos ope fubftitntionis ee+— = hm, 


qua Bslcitur qa ^,da=: . . V+"c^ 

yzu 

I a» 


a c 

•) 


V^— — -i-f fiw pofiti» — = », e — — = f»*t, »» = »• — », 

. , : 4 C- ac . ■ " 

-SI .(>. ur^H /~ ? • . '^afi^Bf, * 

iz— -== t,.y,4-i-i\z-i-cz,.~ y c. r«+» .jTraniCormaia itaque far* 

mula h-beoimus ss^ — .^.. 4 -/ . JUktpa*- 

r 3 Zt]/c .m 4- 0*, 

da auac eft liseimd*, ex qua oritur . 


■»+>»*== Ji*“ » M*jjt , fire BN = 


ferent iitNdN 




ayjp 

=^r=rf,.r-t=. 


z=,— 5^-, St fumptii difi 

* a/ 

Przterea 




zs 

a — - 4 * -4 

HB-orsX 1-^m- i — ~ ” . Hoc trinomiam jp- a «y - » 


ay • . ay , yx 

rcToIubilc fe mper eft ia duo binomia realia, nempey — 

y*— »— |/»*-Hw,fi»e fnbftitntis ealorjbni»i,i», y*— — -1- » 

a 1 C I ^ ^ 

j — .f que duo binomia in aoftra hypotbefi luat femper icaliai^t 

a c j c a ih a 

quia quam debeat efle — > — — , aeceflario — erit pofitiva: Ergo 


4 c c 


V.‘-.= 


}/„_ ± 1^,- i/-i 

1 ac c I ( c 1 c 


J ✓ * 


Dt> 


Digitized by Googie 


€ATVT 9EClMUh4 TEKJIUM. 

Dimnoi — + — «+• i»i= iL 4. Erjo 

444/ 44 4,4 

„4 . _ 


l// 4 -„= iL+J!L= iL 

' *9 

d s 


• . Itaque , perelUi fabilitutioiibus , fiet 
iyyJ^ 


V^4 + ^c.y^ny \rV'—-\^9 ^/ — 

» f t » f t 

N. % ad canoaicam reducitur. FaAo autem calculo inveniet 


, qux ex 


► . ia Y--^\/—-^99 d/}^— -l/^+yj, 

a_z ^ i > c c ' l %c c 

^ 4 +tz -i-cx* y/xs.y^—-\/—-i-]fif y^Ti». 

c lae c '' 


flente § 


= Yzz+±^/i±Jli±i^. 

I a e I t 
4. Ut ad caaonican redigam formulam 

form ulam num eri a a canonica boc modo 
dzy/f-+gzz fdz 


%Xdz 




= t dedueo 

[ 

Igitur 


>/f+g\zWp±J^±_ ’^f-^gZ^-y/f + 1ZZ 

zzd^ _ dzy/ f->fg\z fdz 

~ — .• atqu 


Vf-^gzz.^/g^izz gy/p+^^^ g Vf-i- g ^ V z-H-f xn 

(X N. » f fi dz \/f g z 

g v^/>-t-g gg g .fi —gp.\Jp^i\z 


fdZy/p-\- 1 \Z . 


fl—gp>y/f-^gf» 


; Ergo faaa fnbtraftionc 


d z 


VJ +g ^ 2 • }/P+^ RL* 


pd^\/ f -hg^^ . fdzyJp-\-qzz , . .. 

=.-t- ==^= — == > qu* dnz coinctdnnt cum canoni- 


ff—gp-}/p~^ 9 ^^ f 9 ~gpWf-i-g^^ 
ca. Inutilis cft fazc przparatio, fi ff=zgpi{td formula io hoc cafu ad fui in- 
tegrationem non indiget, nifi circuli, aut faypcibolz quadratura. 

i=,qunm trinomium 


5. Ut ad canonicam reducam formulam- 


4' ‘ z q-Hf 

z-i-in!<.-f-fq non poteft refolvi ia duo binomia realia hu)uiform z /A-gzX, 

aecersc eft , ut prius ad canonicam perducam formulam 2 q • \Zp-h 1 q q. 


zz 


Mane ob rem utar metbedo, quam deinceps latius patere oflendam. Quantita. 
Tom. il. Di tie 
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ti 5 ^ ^ "tlf.*.* accipio diScrendam faoc modo 

91 


st .y/ p-\-qsz _ ^dzy/f-\rjZZ 
£_ 

_d^Vf-^g^z.y/p-^j_z_z^ tnnrpofitioM 

zz 

Wzv//-4-;fga;.v/r-t-yzz _ f -j-g Z z . \/ p-h^f Z z 


a; z 


4 - ^ ^ ^ — . Quare propofita formula invea* 

^ p-i-q z z +* zz r I • . 

ta eft squalis duabus, qus convetiiunt *um canonica, dempta formula inte» 

grabili. Zzdz a bb 

6. Ad reducendam formulam — » — -> 777» ‘1’“ 

- / 4 * 

l/e + is^+f* , 

' in cafo inaomium non eft refolubile in binomia realia, utor eadem methodo, 
iildemque fubftitutioaibns, quibus ufus fum N. 3 . Effeaa prima lubftituuoae 

invenies — *duy/uu — Perada fecunda oritur 


-4- ca^ V^c.m-4r4 


»^dz _ „ lac fc l*g I f -atqui 


y/tc.g/ 


-+. 

Y^zt- v/I-^gg 

Mae I c lac 1 c 


*x N. 5 . 




!f y 


— D 


+ \/--b-yyYTc~ 

I 1 f I r 1 1 c X c 


l^r.+ Kt+" ^'frrYr*’ • 


l/li- v/± 4 -jjf y^-i-V^--i-y y 

1 nr t e l »» < i _ 


; ergo fafta fubftitutio* 


■e proTCOfct 


zzdz 


U 4 


l=-D 


Yzl^i/J^+yyVzt-v/^+yy 

l %e i c 1 ac I c 


y^ic 


*b-dy 
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Q. E. Inr. 


7. Ex his formulas alias magis late patentes nan cifcor ,&ad cino piam ptrJu. 
ce. Hanc ob rem fumo differentiam formu lae 2' hoc mod» 

. Formulas duas ad eamdem denominationem reduco, 
r+lj 


i 4 

I j-i-is z-t-eg 

Ut fiat D 2" v4-4-7^,+c2'»= rzz''-^Jz+^az''*^Jr+^ _ 


|/<t-4- bzz+ts' 
rrh- 


8. .Equationem hanc primum ita difpono (A) ^ — • =D 

f-^s.e 


~(B) 


I .b z''^ *</ g 


■QC). 


f< 'di{ 


.Si 


f + S.f 4224 -c*^ f + » . e j/<i+iq2+ f 2* . 

r= t , formulx 5 ,C reducuntur ad canonicam vel ex N. 4 , & a, fi trino^ 
mium refolvi poflit in duo btnomia reatia, vel ex N. d, & ) , fi refolutio 
binomii jn trinomia realia fieri non pofiSt. Si f=3, fdrmnla a « cafu fn> 
periore, formula C ex N. 4 , aut 6 ad canonicam perducitur. Si r~s» 
formuix fi, C ex duobus cafibiis fuperioribus refolvuntur, atque ita dciacepe 

in infinitum : ergo formula ^ * ■ - exiftente r numero pofiiivo, 

l/^M+bz e -h c g* 

& impari femper redu.Itnr ad canonicam, atque iategraturperartusellypticos, 8c 

hyperbolicos . Notum eA omnibus analyftis,fbrmuluduas 

dz l/^-t-b^g -i- c g* 

■ — — adfuiinteerationamadfummum requirere quadraturu cir. 

^ + * 4- e 2^ g^^dz 

culi , & hyperbol* . Coli igemns proinde , formulam fuperiorem 

]/ a-t- b^g-hr^* 

exifienter numero pari,& poGtivo ioregrari quadratis circulo, & hyperbole .Nam po^ 


fito rao, apparet- 


s^dz 


jjS x/g+bg gA-C^ 

^ dependet ab integratione duvun — 


: dependete a duabus fuprapofitis;fiido r=s, formula 


i/g-b-bgfirHs* 




Dd a 


^dg 
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1^' itque ita deinceps progrelTu fatis manifefto* 


^/4 ■+- h ii Ki r t. 

Eindem zquationem N. 7 nova hac ration e difpono 
(A) ^ . = D * i^a+b\z-^c^ 


hze + c^^ 
lem a 

r — i 

z 

-(B) 


2 2 -4-f 2 

, r + I . f + 

‘ o\ — ( c ) ^~*~* »*'* 




•• Si r = — 1 


r « t-^-bzz-^-cz^ r a + 

formula B evanefcity formula autem C ex N. 4, aut 6 ad canonicam re- 
ducitur. Si r — — 3, formula B ex cafu fuperiore, formula C ex N. 4, »ut 
6 integratur. Si r = — 5, ex duobus calibus fuperioribus formulz B, C funt 

r — 

Ifl poteftaie, atque ita deinceps: Ergo formula 


1/4-4- f 


; eft in po- 


q 2-f-e» 


V " ► -q « I - • 

telUtc 1 fi r eft numerus impar , & negativus . Si ftatuas r zqua- 
Icm numero pari, 8c negativo, patebit formulam 


r~* j 
e d 7 ^ 


ad fui in- 

, Aqn 4"f ^ 

tegrationem non indigere, nifi quadraturis circuli, & bypcrbolz. Namque fa- 


Aor = - 








pendebit a duabus 


A a: 


fafto r = — 4, 


dz 


t ^ 4 

q y/tt-^bz\-^c\ 


q^/a-4-i q^-+-c n"* 
pendebit a 


-+-A 

^ ^ — , ^ .• atque ita deinceps progrefiu fatisma- 

q' 2 q-f-e 2^ 2 v^o-f-iqn+cq^ 

nifelio. 

10. Fx bis, quz baAenus demonftrata funt, manifeftum cft, formulam 
2 dz 


- reduci ad canonicam, atque adeo integrari per arcus elly- 
y/ a-^bzz -t-c2^ 

ptieos & byperbolicos, quoticfcumque t fit numerus par vel pofitivus, vel ne- 
gativus. Si vero t fit impar, non indiget nifi quadraturis circuli, & hyperbolae. 

SI. Tranfeo ad formulam ^ ^ V^r blH . qu* nullo negotio reducitur ad 

. , . 

/uperiorem. Nam feSa multiplicatione, & divifione per y/}-^ezz oritur 

t — f * *”■“ 

2 dzyJf-\-g Z\_ fz dz 


»4-a, 
gz dx_ 


J - . — I I . M 

Vf-H»*. }/ f-^gz* • }/p~i ' 9 zz y/ f + g\\W P ~^ 9 zz 

qua* 
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qutruB utraqae in N. lo. continetur. Itaque fi r Iit numerat par ?cl afHrat^ 
tirui, vel negativui integratur fuppofita rcAificatione ellypGi, 8 c faypcrbolz; 
fi / ut impar, contenta eft quadraturis circuli, & hype rbolae. ^ 

II. Idem dicendum eft de formula z*dz] /^a~^-bzz-hc:(^. Fiat enim.. 

multiplicatio, & divilio per l/4-hi ^ z-h* ; atque hzc obtinetur zquatio 

s*4/z l^s-hiizz-i-c z^= — 


H =r 


iz dz 


c ^d z 


\/t+bzz-\-cz* 

, que tres formulz ipe£Iant ad N. 10. Igitur fi r fit nume> 

^ r 

rus par vel pofitivus, vel negativus, z e integratur per ar- 

cus ellypticos, & hyperbolicos ; fi r fit impar, per folas quadraturas circularem, 
& byperbolicam . ________ 

I). Luce clarius eft, formulam -fi . d ^ v/e-4-i 
ad fuperiorem pertinere, fi e fit numerus integer, & affirmativus; nam ebt» 
trinomio ad poteftaiem e, plures formulz exorientur, qua ad fuperierem per- 

aefi . 

a * * 

tinebuDt . Atqui formula expofita huic stquivalet a , ia 

qua ar-f- 1 erit numeras impai, & pofitivus; ergo exiflente r numero im^u- 


n , Si pofitjvo , formula zd^ . a-i-B^s^z-hcz^ , integratur, fi rlit par, per 
arcus ellypticos, & hyperbolicos; fi s fit impar, per quadraturas circuli, & by- 

' •; e 

pcrbolz . Alio modo idem oftenditur. Formula 


• , r , . V^a-\-k\X-\rCZ*. 

vertitur in piares formulas ', quz ex N 10. integrantur, elevato trinomia ad 
poteliatem c pofitivam, 8c integram: fod hzc zquivalet 


» + * 

t d z.z-^bzz-^ ; ergo h&o ae — i=:r,qui necefiario erit aumo> 


rus impar, & pofitivnr, habebimus formulam z*d z ,a-hb7^z-+-c ,quzit». 
tegrabiiur per arens ellypticos & hyperboikos, fi r fit numerus par - per qu» 
draturas circuli, 8c byperbolz, fi r fit impar. 

14. Simili ratione * ' ^ exiflente e nutnero inte- 

gro, Si poiitivo, elevato binomio ad pote^atem e, convertitur •« plures for- 
mulas, quz integrantur eft N.ii.- fed expofita formula huic zquivalet 
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»*4 


»*t» 


LltEX 7% IMUS 


X ^ ar + i necefltrio eft numerus impar; Ergo exi^ 

y/p-i- 9 ‘* , - 

obtinetur r*. 


Ilente r numero impari , & poCtiro , formula - 


allicatis ellypfi, & hyperbole, fi e 6t numerus par vel poburus, vel ncgau* 
vus, quadratis circulo, & hy^rbda, fi s fit impar. 

15. Formula item ^ pofitii », e, r numeris, 

>/p-^ 9 ,X\ 

qui fupra definiti fnnt, elevato bioomio ad potefiatem e, in plures mutatur, 
quB integrationem recipiunt ex N. 14* atqui ea zqualis eft 
it—i r 

Kdx,.r+ 9 \* * t «“ ae — I, eft numerus impar, 8c po« 

«tivns, qui fiat =s : Ergo f+g 5 » * • ^ reaifi«tis ellypfi 

& byperbola integratur, fi r, t fint numeri impares, & pofitivi, & t nume- 
rus par vel pofitivus, vel negativus. Si vero t fit impar vel pofitivns, vel ne- 
gativus, formula per quadraturu circuli, & faypcrboiz abfolviiur. 

, vel trinomium 


id. Abfolvam nunc formulam 


poflit rcfolvi in binomia realia, vel fecus, exmeote t pan aut 


pofitivo Aut negatio g Sc r impari, & pofitivo, qosc formula aliquanto eft dif» 
ficilior. Confidero primum cafus, ia quibus aut r>r-4-i, aut r = r-+-i , 

. Statuo 


primum 

aut t—r — I. Hanc ob rem formulam Ita difpono — 




■ = ut formula evadat 2: lS£S - atqui 

^ * a> 




Ji + = ~ri 


ac 


v/: 


izi- fin. 

4Cf c 


Xdx= 

ac 


tdu.b—un 




— . Demum 


4 f f 


b -u 

4 CC 


c 


^dx 
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X dx, dH ^ - du.h—H* 




IfM 


4cel 




ur 

dufta !a ' 


t~r~t 


4 ce 


• r— I 

.u 

c 


-t-k-u 


v/--* 

p—m 


%c 


4 C€ 


, Quoniam tam a, quam r- 4 *> fuppoaitut 


t—r- 


par, evidens cft numerum t — r — i cfie parem; Ergo— — — «rit numerus io* 

teger. Itaque fi Gi r aut <, aut = r+ i ; elevate binomio ad poteftatem integram 
t—r—i 


&daqu« multiplicatione ) plures eaorientur formulae, quas aut erunt 

integrabiles, aut pertinebunt ad N. lo, & la, & indigebunt feAionum coni» 
carum reflificacione. Si r^r— s aodra formula io hanc mutatur 


r—i , 


Aificatiooem foAiooum integratur 


r— 1 b — I 


quae cz N> 1 X per te* 




a 

t 


17. Ad reliquos cafus atololvendoa pone r = , & habebis 

M 

— r-4-ar/^a , - 
* dx _ d» 


. Haec formula ez numero fupe* 


p b o*- 4 - c 


p-k-bx - 1 -«** 

riore integratur fi — r + ar — a ht aut >,aut =r-Hi; Gve (i r fit aut <, 
aut =r — ). qus ^potbefis includit etiam t negativam: fed hi cafus unice 
reliqui erant ad plenimme integrandam formulam. Si ponerem — r+ar— a=r — i> 
qui cafus item ez numero fuperiori abfolvitur, iterum provenit t~r — iiqui 
pariter eodem loco ablolutus eft. 

18. Ez duobus numeru (uperimibus confiat, formulam 


\dx 


egere reiUficatione conicarum fcilionum, fi r fit nu> 


m«riis impar , & r par ?d potauvui , vel oegativus • Ergo 


— — r.ffliliter integrabitur, fi t fit numerus integer, Sc po* 


f-b-sx 

Ufivus. Nam elevato binomio ad potefiatem a mutatur formula in plures, quz 

ad 
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faperi»r«i fpeflint. Atqui furmult huif^t^-SS i^uqu 


a« — r (ft fcmper aumcm inpar. Pone xt-r — tyn ar>r; fi xr^r, &c 

• t 


— r= — s. ProTcnient formulx dux 




^ qux rcAificatit fcAioaibut conicis integrantur. 


f-^-g xz * . p “+■ 1 z X* 

jg. Omnes ibrmulx, qux hsAenus rcAificitis feftionibns conicis iotegratx 


f 4* 

fnnt , td hM duas redocuntur » , • 

1 r 

^ 

-V ^ j - 1 

Xdz. f+g\X * in quibus t eft numerus par vel pofitivui, vd 

negstivuf ; r , r lunt impares ptritcr vel negativi , vel poOtivi . Formu- 
ix ilix dux , qux compleduntur omnes illas , qux tfaftatx (unt a N. i} 
nfque ad N. i8 , fi vel alteruter, vel uterqne ex numeris r, s Iit par, aat 
t Iit impar, fe^ionum conicarum reftificatione non indigebunt, fed integrabi» 
Ics eruat, vel algebraice, vel per notas quadraturas circnii, & byperbolx. 
aa Ex numero fupcriore wile deducimus, formnlas 

r 

« ^ ^ i 

X* dx. ,x* dx. f-+-g .p 4- yx* integrari reaificatis 

ieaionibus conicis, fi numeri x, s, r fint omnes impares vel pofitivi, vel ne* 

r 


gativi. Nam fiat z—zs, & orientur « 

r 

i T* 

qnibus x+i eft par: Ergo iftx toinci- 

dunt cum fomulis numeri lupcrioris. 

r 


ai. Formulx dux x dz. k x* . bz-^cz . 

■ i. — 

Z*dz . iT+Tx^ .T-PT"' ‘p-^9*' , fi r fit numerus integer, & p^ti- 
vus; M,r,f numeri impares vel pofitivi, vel negativi , obtinentur fuppofitis re- 
auctionibus ellypfis k. byperbolx. Fiat enim k 4 -^x = ^y & orietur 
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i* .3 — -r • 3 ^ d H ‘ » -¥hy 1 3 
« — 


T 

»» 


— ick 



-fk 






■ r •“ Jj “• — ■ |> •* 

•3~^’3’’ ds . f ~^gy* . /> , q«« elertt* binenio a4 

** “iis — yk 

^ £ 

peteft<tem integram, S: poCtivam /, faftaque multiplicatione plures orieB» 
^tur termini , qui omnes integrabuntar per num erum fuperiorem . Adrar< 

te, tria binomia k-+»A*,/-4-^*, f~^qx inaequalia eflie oportero : 
kcus lormuU non egeret xeaificatione fcMonum conicarum .Si ^ 

r 

« = t=r, formula hanc formam indueret k'</ x. 4 4- * . qu 2 
hanc continet * dx c x +ex*j nam quadrinomium 

M-i-ix-{-ex femper habet faflorem realem hujus form* Jt-f-/*. • 

>' ax. Qu^inquini fCXincntc / numero pofitivo, de Icrmula 

y:r==.^======z=z^ nihil poflumus pronunciaxe; tamen , fi ambte 

f =», taeile «amemus, quandonam formula contenta fit n^tis quadratur'$ cir- 
culi, & hyperbof*, quandonam pofcat naifictiiones byperboi* , & ellypCs. 

Hanc ob rem praemitto primo, formulam il integrari per qnadra- 


l/- 


X te 


tBxam circuli, aut hyperbolae, quod tibi conflabit, 6 utaris fobflitntiooo 
y^f-hex' z=a. Praemitto deinde, formulas — . ^‘1 ^... ^ A—._^ poflula- 

rt rcAlficationem ellypfis , 8c hyperbolae , ur probatum efl numero fuperiore . 

l/- 


His praemifiis fumo dificrcntiale formulae 


t Of I 

ne 


- /X 

xJ 

3 edx 


•,quod eft hujurmodi 


zx^ * l/s-+-ex^ 


five foaa opportu- 


< . 
l , ' 


- 

L . ' 




■ ■- ■ >'■ ''-. 
f '••* 


r-:r^ .. - 

ixSf:^ 


ly* .;i. 

» - 


. •'.- - f 

V . - . T- " 

r 


's A 

■¥' 


9 " 

% ' V At.-. 


* t ' 


r" 


*lt» 


LUE?, rt^IMOS^ 


„ n l^!^= -f»-»-.. 

>* ,»♦■ l/.+„‘ 

aj. Formulam itvaatam iu difpono 

,A) ^4 ==-dJ^^:^‘(B) 


IN 


— ay-+- ^.ti* 






— ay-H 


ex qua 


^ ‘ ^/s-h e 4’"* xqa*-^ 

condat formulam A dependcr* a B. Si f=i, formula B polcit i«^ificatia- 
■es; (i f = 4t B mtegriitur cx caUi primo; fi f = 7, ex fecundo; atque ita 
deinceps; Ergo fi f fii numerus ex hac Icnc 1,4,7, 10, ■) &c. formnla 
A pofeit reidificationes conicarum Udionum. Si f fit =a, tnrmula B pariter 
indiget re£fificatione leAionum conicarum: Ergo etiam formula A;fi y = s> 
formula B integratur ex primo cafu; fi f = d, ex fecundo; atque it.< deia- 
ceps. Ergo formula A integratur per rettificationem IcAiorum conicarum, fi 
m fit numerus ex ferie a, 5, >, 11, 14 &e. D^raum fi f =7 , formnla B 
/olas quadraturas requirit; Ergo etiam formnla A; fi f = d, formula B intt* 
graturex primo cafu; fi f = 9, ex fecundo; atque ita deinceps,* Ergo per quadra< 
turas circi^t, & hyperbolz tttcegratur formula A, fi f io hac ferie contiaeatat 
3, 9 t 15 &‘* Quare divilis omnibus numeris in tres feries 
X 4 7 10 13 Scc. cui efi terminus generalis — 3 f — * 

» 5 8 11 14 &c. cuius terminus generalis =>30 — r 

3 d 9 la IS dcc. cui convenit terminus generalis =3» 

J a • 

fisrmola — ■ - ■■ per fblas quadraturas citcuii & hyperbolae integratur, 

ii* j/n-i-f** 

fi ( contineantar in prima ferie, fire polito a numera integro fit ~i» — 
per rcAificationem byperbolz &ellypr»,fi-r contiocaiur aut in fecunda ,autta 
tertia ferie, fire fu aut / = 3» — t, aut /=3»^ 


34. Ex fiiperiore determinatur formula 


t/x ]/t 


o-f-e X 


; nam fada multipli* 


• ,/ . i dx^a-^tx* dx, a-t-ex* adx _i_ 

catione per y *-♦-«»« *oritur =— ■ — — r -t- 

* x*l/^a-i-ex^ x'i/a^ex’ 

— , quarum utraque eft iis poteflate.Si cziflentc « quolibet na* 

«eeo integro, & pofitivo, fuerit aut 1=3», aut r=:3« — 1 , utraque for* 
mula requirit re£lificationem eltypfis, & byperboi* ; fi vero =; 3» — a, con- 
tenta eft notis quadraturis circuli , & byperbolz. Aiio raouo. St zquaiionem 
inventam N. ta opportune difponas, banc obtinebis 


dx 


e*+'e X* ^ \/^a-{~ex' 




— D- 


%ed* 


-- — 1;- ' five fiiAa y-t-i — * 

> 'd* 








+ 
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• ttt 




+ » 


tedit 


t—i . tt 


a.»— i.x 


,*-i 


/- 


aif 

;i quraaa 


+ r* 


oltima cz fnp«riori numero cft in poteilate. Excipiu unca velim ^caAim , 

quo « = 1 .* Ium formula 4uc dividuntur per o. Verum fbrmuU 
integratur p er quadr aturam circuli, 8t hyperbolx, ut cognofees, fi utarie fuftU' 
tntione |/a4-rx^=Jf. 


as* Hinc colligimus integrationem formulz 




Hiftentc r 


■umero impari, & pofitivo, non fiiperire reAificationem feAionum conicarum. 


Namqnc ea in hanc fisrmam mutari potefl — — i»» qua r+i 


r-i-t 




e-+-rx* 


tfle numerat par. St — - — numerus integer; Ergo elevato binomio ad poto; 
flatem pofitivam, & integram, formula in plores dividetur, qux cz N. ai^ 


h funt in poteA^te. 

ad. Nihil -reliquum ell , nili ut integremus formulam 




K . a + r X 


Hanc ob rem' fumo differtntiale quantitatis 


8t invenio 


X .4 


— I — t .d> 


ex 

3 *r— * .d». 


, fivo 


*. 4-1- rx* 


*'+*.4H-4 x’ 


* . i' 

ax .4-}-rx 


(A). 


d X 


x^. 4 -f-r x^ 


|.r — a 
a 


X^‘.4H-4X^ 


r-e 

' a 


AB) 


1. /-+-». d* 




— r+3 , t 

?.r— a.x *.4+,x 

tz qua zquationc confiat, formulam A dependere a B. Si r=], iormula B 
eft in poteilate - ergo etiam formula A; fi r=s> formula B cz calu primo 
nota eft, adeoque net nota formula A ; fi r=s, B cz cafn fecundo ionoce- 
fcit , igitur & Iormula A. Quare progrefiu ia infinitum produco confiat, fiu- 
inulam A efie in poteflate, neque ad fui integrationem requirere plus gn-m . 
fedionum conicarum rc£Uficationcs . r 

f t 

» 7 * Qpapropter gencratim formula x dx . 4+$x ,fi / fit numoi 

. Ee a tai 


«20 > 4 «! 

rni integer, r pr*tere» impar. Se uterqoc vel pofitivus, *el accativus, «cl et 
klgebruce integrabil», rei pendet ■ qaadrttura etreoH, & byperbolse , vel cen 
te per redifiutioacm byperboi» & ellypfis integratur. Quat dia» fnnt , (atit 
oflsndunt ^ fornulam^ziOQ. iadigert redificatione iieAioauin coaicaram . fi 
/=}« + «;ctiaoifi » politivB Ot; immoia tuc hypotheli formula eft algebni- 

.f P 

^ " ---SW» ' i" ‘ 

C« iuteerabitia, quod palam faciet fubflltutio A+eM’ =g, 

id.. Si c bt numetua integer & politivui, *, Sf_ r numeri istegri , & im* 


_ e . ^ * 

pares eel poEtivi vel negativi,, formulat ^*** **‘^^** • *’^^*'^*'* ' 


K-t-r-f-r 

/ :: — 




*-4- *r 


I '• z. 

£uiUiM; icdacontor N. ai« FUt MiA 

• t' ^ ■- iv» 

•' -• 

a. 


»« = orietttDt n di. ki •+• A* . 

,> J'- 'trV « iL»- " • ^ - 

— idi.kji-t-ifr/ " 

Mipiiwt. In formulis luperioribus, quum r debear’ ebt pobd^ut numerus, A 


•a ■(■ rVMiI 

quz tT: H,- at inrcgntieMMl 


integer, evidens ell ir>i-4, debere ede numerum parem, .neque poHe eile<4,‘ 
«aeterum c foret negativus.. Qtiare fi. deinceps per fpeciem $ intclligamus nume* 
rnm pofitivum parem, neque minorem quam 4 formulK fequentes erant ii 
potcAate ,. cxiAcutibus. »,r,,s ifflpadb|ia..veli pobiuMSii. vel negativis. ^ 


d* .k-hi 6 ».*. A-t 7 - 2 at. 4 .f«(. 


,ai . 


^ » 


' /- 4 - 4 « p+q X 


ap. lildem fiippoEtia 


^ar.k 


x-+-rx 


W-+-)fX * 


dx.k + bx* .f -I- 


X ■ 




•9 * 

■ 4 ?- 


IrtV 


m 


II OT-|-»X , .j,. 

nullo negotio reducuntor ad fuperiores fa£it lubAuutione m-+-»x = n/'» 

)0. Si / fif numerus integer vel pofiiirus,^ vel negativus, r ut lupraj^^ft^ 


— — -perfnbAitutionemx=— in hanc mutatur — j dp.ejf t 


iW X 


i^tatH 


^ttip 


C 


Digitized by Google 


CJTUT •DECIMUM TE%T IV M fr»t 

auz ex ■umero »7 feroper integratur vel •bfelate , vd per aetii goa.- 
onuarai, vel fedionum conicarum reAifieationes QuouUm a #4-4 iz 
formula fu penore, dcbit effe numerus par veL pofitivus,, vci Mgativus, fi dei» 

cept per $ intelligamus. bunc nuoeruoit, formula 
poteflatc.. 


da«.i» -f-rx' 

"iiil 


. femper erit I»; 


I >. Qutff iifdem> pofitis formula. 


» t ■ 

1 . 


eS in poteftate;.qulaBul«r 


ax- 
io negotiO' reducitur' ad raoeriorein ope lubiticutionis ni> 4 -»x=n 7 . Aliquu' 
adnotanda. luar nuumt momenti, in toimu.is , quz comioentur N. aS „ 

■ r.. ^ « i. . , 

■- — • 

sf; ^ Genrratira. formulz d fc -t- *.,e -i-ix-l-cK. „ 

/• ' » ' ' 'r- ■ ~ ■ 

k y **,ioquibospoteft etiam fw=:e,, 

It 1 -, integrari aof^imSuot etiam^ adwcatis ndificationibus (cdioiruni ca< 
|||Mrum<, fi. X4- «4 numeri impntcs^.fi; potmr.. Namque iecunda jioO‘ 

mnla collata cum M.. a)t'^, aut. ap. daret / -|^w+rM-r — — 'x* 

mrgo » = — #* — « —r — i, atque a|t^ a efim negativa: idem dic. Ii laciainui 
ia prima tormuta^atqpkezifteatc /.negativa formuix non funt 


*rta. ».vo^ .■ 


. ‘i,-- 


ia poteftate: ergo neque propofitae . Verum (briimfa </x.m 

integratur cz. N.przfenti, nam ea lormuia, licet / fit negativus numerus, duntv 

« r r 


modo integer», tbiblvitur. Ut formula 


d»e.k-t- *‘.p -+-?»«’ 


„ ' *■ 

tivi, necelTe eft» ut a fopm- 
_ . . .uum >, », r ....v— per 4 unitatea; nam erit ‘ 

ergox — u — r^— r = /,fed/ non debet <4; ergo &c.ldj:m- 

r - . ~ 

__T 


fit in’ potellate, quum ezponenterwancs fant pofiiivi, aecelTe c», 
ret fnmmam aliorum exponentium u, s, r faltem per 4 unitater; nam erit 

m, t mXm u - * r m n mran ^ w «a m # (mA t n/%n ^ ei 


dicas de alia formula * .a-¥hx-{~tx — bsc conditio noo’ 


■' H < 


/ 


LJtE% 


iKquiritur in ibmuU 


. , aam btEC Itaret «d iatcgradooem fcr> 


IW -H” w ^ 

docltar faltem per reftificationeai conicarum feSioaum. De formula 

< r ' . -1 • 

proBuncia, eam effs Ia potrfiate fi 

- i • L ' 

k -\-b «*. rw** 

aon fit <4. Idem dicas de formula .J f I. * - ■ — — fcfta r = r. Iminoe> 

» ft 


tiam da formula 


hx . g foperet 11 4-0 foltem per 


o 4- i 


f uataer uBitatct . Itaque — , fi • a r fuperet a r foltem per qt^ 


tuor unitates, flve r foperet r per unitates dnts, abfolvitur, qootiefcinnque il- 
tcrutrom ex trinomiis fit refoluoile in fciioref malcs. Veium fi neutrum 
cclelutioaem adnuttat, nondum liquet, qua ratioae formula iMegcari poflit» 


Item fornmli ' ^-*»^~*'*^* ent in poteAata fi iiH-rH-r 

!• I . ■* .1 ' ’ 

** - . r » 1. 

lopeict V foltem per quatuor unitates; quod dicendum en ctiaaiTi r — r,« aa« 
beatar trinomium non refolubiie in flores rcales. Formula' autena .. 

femper abfoWitm. Demum formula 


• o-t-ea» 


d» *■ 


femper abfolv'rtut .Verum formula 


•I-*-»»*. k 4- *»**./-+-£ a *,p 4- 
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ats 


d X 


conficietur, fi alterutrum ex triaomiic fit 


1 * t * 

<-4-4x-f-fje ./-t-^x-f-Ax 

lefolubile in fadores realo. Qiiod (i neutrum refolubile fit , nondum confiet, 
quo pado formula integretur. Qub did* (unt h^:nus, banc regulam fupped^ 
tanc oecumenicam. Quotielcumque in differentiali formula adfint tantum qu>a 
tuor binomia primi ordinis elata ad pocetlatem imparem divifam per i., & o- 
milfo hoc diviforc a fomma exponentium binomiorum, qnx funt in dttriforc, 
fuperet faltem quatuor unitatibus lummam fimilium exponentium io numerato- 
re, methodus lupaetit, qua faitem per rcA^ficationem fixionum conicarum ad 
Integrationem perducatur. Si defit hzc conditio, de integratione nihil licet 
pronunciare. Idem dicas, fi- adfit trinomium fecundi ordims, quod tamqu''iiii. 
duo binomia fpeciandum er'r, adeoque ejus exponens bs ent accipiendum. Ve- 
uni fi duo iriiiomia adfint, quirum ntu-rum in binom a realta relolvi polfir, 
nondum confiat, quu p.efo fo‘mula poflit integra'i . Quod fi adfnt duo b no- 
nia unum primi ordinis, alterum tertii, femper to.-muu al.qua ratione ad ia« 
tegrationem perducitur. 

ji. Reducamur nunc ad artus el'yt>dces^ 8 t hy»eTb'lieoa fornmlam 
mm — — , ia qju / *fi aami-ius muger ,.s. przt»- 


S-t-ix-hCM 


a-t-ix- 4 -fX X' . 

=— ; quantitas A determina 

b A 


m impar. Utere fubftitutione 
bitar io progreila, prout libuerit. Formula ftatim tn hanc mutatur 

£z zquatione fubftitutionis habebimus 

J 






f — 


a 

nx » 


cA 


«r »!0 X 


= =*+ 


a c 


c A 4CC 


& fiaa A= —■ 


«rii X = ■ 


^ y . b b M .. , 

y-z-i ; Igitur dx = 

4 ^ C C 


%c 


dr,, 


bb 


— ;quo 


talore fubftitnto in formula 


d X 


t 


II — I _ 

* -i^' 


a ^z- 

4 e c c 

— , quz refultat ex ea , quz' 


panllo ante inventa eft, fubftiiuto valore A, babebimus 
— ^ ^ ■ ■ _ . , quz ex N. ao,fuppofiti$ te^Wfica- 


t 


X I — I 

a 


l/ 


bb M -- 

Cion bus fedionnm conicarum, femper integratur. 

3). Mccbodua iupciiona nomen paaam docet , etiiuB formulam ^ 

>* d#' 


- 


**4 


m j 
X 4 X 


Ll 3 Et,f%lMS ■ 

t cziflente m numero pofitivo 8c intt- 


mg -J- 


b 


1 


0 ^ kx-i-CX 

gro, per arcus feclionom cohicarum integrari. Nam fa£iis iifdem fubllitncioni» 
m 


bu$ orietur 


xe I 4 f c f 


-.Sielevetor binomiom 




b b 0 ^ 1 

,ga-b-b 


radicale ad poteftatera integram, & pofitivam m, formula In p^ures dividetur, 
qnarum alH)i« non induebant rcdlificatioDe ellYpfis, & hyperbola; , aliae prr 
Jane icdiificatioaem ex N. ao integrabuntur. Si ^ = o,etiamC m fit numetus 
Mgativnt, dummodo integer, frrmula continetor N. ao. 
j 4 < Forranlz fuperiores infer vinnt inugrandis tbrtrulit 

n» j , 

X dx 


d X 


l * 1 

s-\-bx-^c* .f+gx-\rbx 


n -4* X 4- f jt 

cziiiente m numero integro. 8c pofitivo, & r, j num^-s imparibus vel politi* 
fis, vel negativis , ^uJmdo bb — cg. Nam fecunda formula, quz in prinum 


definit, quum t»=o, ita difponi poteft itg * d x ^ 


'Jj. 


4-+-bx~i-ex 


(H-ix-4-ex 


ive 


m J 

X d X 


rf‘ 


. , qnz, 6 gcz=: bb, ex 


♦ m-f-ix-t-cx* . y.g—tt.x~^f — — 

c ‘ c 


,b' 


I * 

x-f"fx^-rx 

duobus numeris Tuperioribus recepit integrationem . Protuli hnjnrmodi formulz 
redudionem ad methodum, qua deinceps utemur, indicandam . Nam formula 
SDulto facilius reducitur. Ita enim difponatur 


X dx 


. Fiat x-4“ — 




— s S 

T :» - 


«*.— — x+x‘ .b' 

e c m m 


a r 


ad 


Igitur 


41^ 


SF- - 'k- 












. J 


CUTWT 9E€lM9MTE%XiVAi aaj 

Igjtw fiwanla ia hus aiaubinv 


dK,M 

% C 


€ 


hk 


t iTi f tt 

— 4-»K. -T-ni 

tn 

. k 

4z, z 


+•»»* 


i fivt 


ze 


1 qac, «Icrtto biaamio ad fottft» 


*»*./— O ie*»* 

4 f 4 » 

tem m, piares fonaulis tuppeditat pertioentet ad N. 15. 

35* Progredior ad formulam magis compoGtam, & difficilem 

. .d » 

— , in qua t eft aumerui integer, c 


• X r H !L 1 ±±_^ 

• -hb>t c z j 

praterea impar. Utar fubAitntioac « qua id eft qiiaa- 

j . Kx-f-p id ’ ” 

titM determinanda in operationis progreflu. Formula autem ia hanc mutUur 

g* formuli at ir arceamus, squadoacmfab» 

~z — r — 

^ • k ^ *+' A* 

Aitutionis ita diAribne x -f- — ^.x = — f 4- ^,Screfolationeeffedia 


c cA’ c cK' 

= ~ 4 -~ 4 -K--- Ut 

ae acA I acc accA 1 * 


4f e 
— -4 

• Ic ' ^ 

•lor, pona .#=_,& orietur 
ac 


4ccA 

bz 

if 


4 «e A 


Ut formula fiat fimpli^ 


** ~ Y? ^ ^ Ad focllierem tfficicadam antly* 
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36. Si r = I, formula fuperior evadit multo GmpUciar; aempa 
^ ^ Hxc, ^tticumqua Ct numeras ( vel 
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pofitivus, vel negativus, continetur femper in N. a8; itqna adeo integrator 
per redificationes conicarum fedioaum. 

37. Si ponas r = e, formula in hanc mutabitur 
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, quz fa£U multiplicatione in tres bafce 
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Harum tertia non indiget reftifieationibus feftionum eonicarum, 


fed dux primx ne his quidem conceais integrari polTunt- Nam,negUflo divi- 
fore a, fumma exponentium in denominatote non cit major faltem quatuor u- 
nitatibus fumma exponentium in numeratote. Idem prerius reptries , li r <• 
numerus integer qntdcm, fed negativus: nam translatis factoribus, prout opu 
#ft, in numeratorem, ut exponentes pofitivi fiant, elevatoque multinomio a 
poteftatem pofitivlm — t-f-x» divifaque formula in plutes, altqux exoruntor 
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fermnls, ia quibni famrai czpancntium dcnomi nitoris, omiflb dirifore «, noa 
fupcnt per quitoer uniutet {ummaoi czMneatiam nameratoris : qnz formals 
quomodo integrentur, adboc ignotum eil. 

38. Si vero f fuerit numerus integer poGtivut, & oaitats major, pr spara* 
re oportet formulam, eam multiplicando, ac dividendo per 
r— « 

, ttt hanc formam accipiat 

f— I 
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Sit primo r=: a. 
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. Tertia ex hia formulis integratur Gne au* 
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zilio feftionum coniearnm. Prima, & fecunda rz N. a8. per archs ellypticot, 
& hyperbolicos integrationem accipiunt. Idem femper invenies, li r fit nume- 
rus quilibet integer & pofitivus. Etenim divifa formula in plures,alix per fo- 
las quadraturas circuli, & byperbolz confiruentur, alias N. aS comple6ketu>^. 
39. Quz badenus explicata funt,oftendunt, quando nam confirui poflit per 

arcus fe^num conicarum formula . .. ^ - ■ , . . 




'Itenim hzc ita potell exponi 
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Quum fupponamus r, 1 effe numeros impares, manifeflum eft, fore— ^ nu* 

2 

merum integrum, qui fieri poteft —t. Supra demonflravimus formulam fera- 
> F f a per 
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/*^ 5 ***» fi ^=1. Hoc autem «>nttggit primo fi j=:r=2 i • fe^ 
wado fi f firpofum.r negativa, ita ut r-+-i = i, ut fi r = 7, * = — * - ter- 
tio G r negativa fit, s pofitiva, ita ut t-»-r=a. ut fi i = j, r=— j. 1« 
hiS omnibua cafibua formult eonfiruitur per reA.ncationcm ieAioaum conica- 
rum. 

40. Przterea ofiendimut ignotum efle, quo pafto formula confiniatur , fi 
aut t — 0, aut r Iit negativa. Hoc autem accidit, fi ex duabus fpeciebus r, * 
una negativa fit, altera pofitiva, & vel fini zqualei, vei negativa (uperet po- 
(icivam, aut utraque fit negativa. 

^ 41. Demum demon Oravimus, arcus feA-onum conicarum femper przbero 

integrationem formulz, quotiercumque t fit pofitiva. Quod obtinebis, fi autii- 
traqus s,r pofitiva fit, aut exiftente una pofitiva, 3 c altera negativa, pofitiva 
excedat negativam. , 


^ 41. Si in formula X a|x. x-i-Ax-t-r xx * , fit numerui integer, 8c poli» 

tivus, r vero vel pofitivus, vel negativus, quem trmen non m<'tumr t-riii» 
Xius, arcus feciioaum conicarum C|us integrattoiii fuScient. Ulurpaoda eft fub- 

iliiHtio xx=:c** ; ergox*-f- f., fiyp 

t t 
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liAii ftib/litiitioaibus formula ia hanc mutatur 
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Quapropter 
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Quum t fit numerus intiger , k 


c 4cr 

pofitivus, elevato binomio ad potefiattm r, faftaque multiplicatione, ptursa 
fbrmulz exorientur, quarum aliquz erunt inuuabiles, aliz femper confirue»; 
tur per arcus ellypticus, & byperbolicos ex N. 17. 

43. Superior formula, polita ^ = e, reduceretur ad arcus feAiooam coni» 

ctrum, tameefi r foret numeras integer, Sc negativus ex Ni 17, quotiefeun» 
que per notas quadraturas non habemur. z. 

44. Progredior td formulam Vif*. » -+- i* -+- c»**, in qua r eft nu- 
merus integer, & pofitivus, r vero impar vd pofitivus vel ■cgativus » PoM 

12 X y M ^ 

M + ; ergo n k = — ,five 

.=--- 5 ^+ » d-= - 
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formula io binc mutabitur — — -1- 
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«levate binemio ad poteftatem integram r, in pluret formulas coovertitur: at« 
que bx omnes, vel luot integrabis, vel reducuntur ad N. ao. 

4j. poRto i = o, etiamfi t fit negativus, formula, nifi integretur aut ab> 
folute, aut per notas quadraturas, in fummam colligitor par arcus cllypsicos, 
& bypeibolicos ex N. ao. ^ 

46. Reliquum eft, at verba faciam de formula x* dx. e -hc x x * , 
in qua $ eft numerus integer, 8c pofitivus, r vel pofitivui vel ne((ativus , qui 
tamen neque Iit par, neque divilibilis per 3, fecus enim formula in numeris fu« 


perioribus contineretur. Ufurpetor hac fobftitut io a 

!• i a — b / « \ 


f X -4^ c x-zs. c 


r h ia 

fit X -4- — x = 3» ergo x 


icrentiis dx = . 




-4- ^^ ,& fnmptia dif* 
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Itaque formula !■ banc mutabitu 
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n e 






Si binofflium elevetur «d 


bb 
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pqtenatem integram r, 8c fiat multiolicatio, p'ures formutz orientur, quarum 
atiquK abfoiute intcetabilet erunt, nempe fecunda, quarta, (exta, alizque, quae 
tenent fedes pares;alic, nimirum prima, tertia, quinta, & reliquz pMtz la 
fedibus imparibus confirueotur ex N. 30. ' 

47. bt io przmifln formula ,effet ^ = e,fa£la fabftitotiooe orietur formulo 

r _ sf— r 


4» 

I a 
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, qua efl iu nofira poteflate, licet rfitnumerui 

negativus. Namque fi r eft iaaptr aut iotegrabilis erit algebraicc, aut per n^ 
ui quadiatuaa ctrcnli. It bypcrMs; fi vero t fit par, contineiuc io codam 
N. ,0. 


?3o 


LUET, TTtflUbS 


Ct4TVT X>EC1MUM^UA%TUM . . 

Dc quadrandis fuperficicbus, & dc cubandis /olidis, qu* 
ex rpcationc gigmintur. “ ' 


D e quadraturis, & refUficationibus curvarum Tupra dixiami fatis , fbrmulii. 

que tradidimus, per quas peraSa integratione obtinentur. Nunc theoria 
amplificanda ell, atque ezitendenda ad fuperficies,& folida,qux ex curvarnn 
rotatione producuntur. 

I. Sit curva AB, ( Fig. r. ) cujus coordinatz ortfaogonales AB = x, 
BD=ji. Rotetur -planum ABD cirpa axem AB; quxriiur folidum genitum 
a fuperficie A B D. Augeatur A B elementa iohoitefimo Bb = dx,& ex pundo 
b agatur ordinata bd infinite proxima BD;demum agatur Dm parallela Bb^ 
Manifelium eft. folidum ortum cz rotatione infiaitefimxfuparficiei BDdb ede 
elementum folidi orti a rotatione fpati) ADB: atqui Iblidum produdum a.^ 
fuperfide BDdb non differt nifi per quantiutem refpediveiofinitefimam aft^ 
lido, quod producit redangulum DBbm, quod confiat elfe cylindrum , cujui 
bafis efi circulus radii BO, altitudo autem~^ Bb; ergo hic cylinder eft ele- 
mentum folidi requinti orti n fupcrficie ABu. Inveniendus efi itaque bic cy- 
linder. Sit ratio radij ad circumbrcndara u^ r*.f -Fiat ut 
defignabit circumferentiam deicriptam a pundo D. Dimidium produdi cirenm* 
ferentis — .^ in radium^ exhibebit aream circularem = .Sibecnol- 
tiplicetur per B b = dx,fredibit..«yUniier geaitua a rcdangulo BOum b,nenpe 
~ jf dx elemeatum folidi geniti ab area, ABD. Qjiapro)>ter formula integra- 
ta exhibebit folidum ortum « rotatione arecABD=^S^dx. Dndia AG, 

DC parallelis AB, BD, retentifque ijfdem denominationibus nempe AB = 
DC = x, BD = AC=:v, eodem modo demonfirabitur folidum ortum cz 

l t ■ ^ • p "”1 ** 

rotatione ares ADG circa axem AC fore = — Sx du, 

- a r : 

a. Afieramus jezempts facilem tbeqiiam reddentia facaliorcm . Sit A D 
( Fig.z. ) linea reda fecans axem AB in A,& cum eo faciens angulum 
llt conus a triangulo rcdangulo ADB deferiptus determinetur , adverte euo 

Cc.«: i'r.>::x:p';ergo }/■=. — ergo conus deferiptus a rotatione cirm 

C C * * 




AB=-i..S 

a r 


L* „*dx= .!L=JL, H^-I.quem conflat eTe 


1 -» J » r 3 

OCod iToCCo* ^ 

tertiam partem cylindri ejufdem bafis & altitudinis. Eadem methodo non mu* 
tatis denominationibus invenies conum deferiptum a triangulo ADC rotato 

circa 
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circi ixem AC elle =— . ergo primus conui erit id alterum;;^: x;: 
r * -1 r li j ^ * J > •. a_ ‘ 

Sc.iiCe.i . Hinc ficilis evadit folutio problematis. Invenire duos conos, in 
quibus altitudo uoius Iit zqualis radio baGs alterius, ut Gnt in ratione data. 
Nam angulus reAus CAB ita dividatur, ut fious anguli BAD ad linum an« 
Mii C A O fit in ratione data : adiis ez quolibet punAo O ordinatis D B , 
DC, coni duo, quorum unus gignitur i triangulo ADB circa A B, alter a 
triangulo ADC circa AC, przditi funt requifitis conditionibus. 

j. Expolita coni refti foliditate liceat mibi formuUs ad folida pertinentes 
ex hoc quoque fonte deducere. Chorda minima Dd (F;;. i.) producatur do* 
inqi frcct lineam abicillaium in P. Vocetur PB = r; ergo .P b = r-f* d x, Sc 
bd=/4-dy. Conus in rotatione deferiptus a triangulo Pdb confiat = 

a 

p tJrdx . S -+-dy _ p I. . . ,-a .jjl 

= ~ . ty -\-t$ydy-\-fdy -^dxdy . 

ae ■ j ar j 

-i-y dx -\-tydxdy 


Item 'conus defcriptut a’ triangulo P B'D = — . ergo fcfta dedoftionc.» 

* ,* I c ,’'i ^ N _ d ^ , 

fruftum conicum deferiptuffl a trapelioBDdb = — . * fy reliquet 

a r j 

enim terminos omittimus, quia borum rerpedlu fiint inliolterimi : atqui fruOum 
conicum non dilcrepat ab elemento lolidi geniti ab area ADB ‘ergo hoc cic* 

■ ’ ■ t I' ■ ■ t 

' mentum ^ . Quum autem propter limilitudinem ttian* 

a r 3 ' 

gulorum PBD, Dmd fit /•'jr:.‘dx.‘d/, ioveoiemos elemeatum folidi requifi» 
ti zquaLe tura ^**^-^*> ^rgo folidum ^uxfitum 


Sy dx ~ -t-Stydy. Prima ex his formulis eadem efi ac illa, qux habetur 
a r ' i j- * 

num. I . In fecunda obfervandum fpeciem t indicare fobtangentem curvz fum* 
ptam in axe rotationis, quod libro Icquenti clarius apparebit . Quare io illis 
curvis, in quibus datur fiibtangens, magnam poteft utilitatem afierre a Simili 
methodo iildem confervetis dcnemiaaiionibus invenies iolidumprodudfum a Ipa* 

tio ADC routo circa axem AC = — S « dy=~ Srxdt(,qua in ultima 

a r _ . a r 

formula t exprimit QC fubtangentem in'aze rotationis acceptam. 

* X 

4. Sit AD (Fig.i) parabola, cujus zquatio ax—y . Itaque foIiduiTL.. 

ortum a fpatio ADB circa AB inveniatur effe = — S^dx = — Suxdxs 
X ' ~ ^ ’ tr ar 

— . Similiter folidum ortum a fpatio ADC circa AC invenietur ef> 
ara 4 < 1 ‘ 

fe := — S x*dv= — S--~ i= = — . Igitur primnm' folidum^ 

/ »•’ jn* S ad 
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•d ilMnui erit ot ^ : X. Qtun fi y= ftlidt iareaitstiir K4ulk,fi 
^ felidum pf^uaan ab arta ADC trit ffliaiu ali* • «it majus , fi 


« 


X s - . y 

^>T- ^ 

5- Sit hypcrbola Kquilalcra MGN (Fig. 3) iat« arymptqta AM, AN 
in qua, poficu AF = FG = «, valet «quatio «4 = Njr;quzritar foliduin s< 

nitumabaicaGF DBrotata circa axem A B.Qiium boefelidua =— S f d » t 

a r 

■ . 4 , 4 ’ 

invenietur = — . A — — . Addita eft coaftaM , qua ditftti 

»r ar 

non peteft - Ut b*c determinetur , ponamus fe lidum nu llum efie , quum 

4 

t P5<a FI* — * 

n = 4; ergo A = r ; ergo Salidi valor «it = — .a — — — • -7^- • 

'Ex hac formula colliga, fi abfeifl* crefant in ratione arithmetica, ut fiant 

a , aa , 34 , 44 Ac. folida fient a^ dufta in &e.Si 

veto . ponatur * infinita , foliduin evadet s= ^ a* , hoc efl aequale cylindro 

•enito in «dem rotatione a rcaangulo AFGC. ^ kccipiatnr x<a,rolidum 
«vadit negati vuM, 8 c infinitum eft, fi fiat « = o. Quare folidum infimte lon- 
gum genitum a ^tio GFN finitum eft, infinitum autem, quod producitur a 
fpatio AFGM, tifila rotatione circa alymptotum AN. 

6 . Sit quadrans ellypticui GDFA, (.F^.4) cujus mtis majM AFssa, 
minor AGa=d; quaeritur proportio V* 

AGF in duabus rotationibus circa A F,& circa A G. Vocatis Ad_CD — s 

1 s t ^ 

DB = AC=j. Conflat fore &*•«*= a*- i-lL. Quarefoli- 

** * 

» a , 

dum ortum cx rotatione cir ca A F , quum inve ntum fa«it — • 

fiet ac-«-.S>*dn A foda x = a evadet foli- 

a j* ** 

dum genitum a quadrante Similit» quum folidum , quod produ- 

cit rotatio circa A G daerminatum fit — — S * dii , evadet — 


s 1 * ) 

I-Sddu— — i- & faga j = 5 , folidum, quod |t- 

cait rotatio circa A G erit a= ^ - —i «V pri®“« "* 
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fit Ht(:4ihoc eft ia ratione leciprou axium, circa quot fit rotatio. Si s=i, 

P 14 ^ 

fit habcitur quadrtns drculi, gigQetnrhemifpheriam=^ • faoc eft «2»« 

p'um coai, in quo non minus altitudo, quam radias baiis =k, & ad cylin- 
drum cjurdcffl bafit & altitudinis erit ut a.‘3.Q>>od fi fiat « = r,foiidita$ he« 

a 

mifpbxrii = — . 

7. Qpx dida funt biftenus inferviunt refolvendis aliis qusfiionibus , qux 
in folidit ortis ex rotatione proponi poflunt. Aliquas ad exemplum proponam. 
Sit curva AD, (Fr;. 5) cujus coordinatz orthogonales AB = x, BD=r^, 

a uz rotetur non circa axem AB, fed circa axem KH parallelum A B, qui 
ilier per AH = r, ut KO = ^-l-e.‘ quzritur folidum defcriptum ab area^ 
ABD. Manifeftum eft ex fupcrionbus, folidum genitum ab area ADKH fo- 
re = —S j + c ’dxi item cylindrum genitum a refiangulo AHKB = 

» r 1 r 

= ~ S ; igitur detrahendo cylindrum a folido orto ex area A H K D, 
rema nebit folidum prod ucum a fpatio ABD rotato circa HK. = 

~S dx , Q. E. I. 

8. Sit bypetbola zqnilatera AD, (F/f.dlcujus primus femiaxis AH = r: 
du£)a tangente AB, quzritu> folidum producum a trilineo ADB rotato cir- 
ca fecundum axem HK. Vocatis AB = x, BD=jr, feimus curvz zquatio- 

nem eflie icu+ss^xit! ergo folidum quzlitam= — ; boc eft xquat 

conum, in quo & altitudo, & radius bafis =x.Sit quadrans circuli AGDF 
retandus circa axem HK parallelum radio A B. Formulam generalem 

inventam num. fuperiore divido in duas hoc modo — Sj^ Jx-^~tSSydx. 

xr r 

Prima exprimit folidum, quod producit area GABD rotata circa AB, quod 
folidum, fada A B = A F,evadit emifpberium radij AF. Ut alteram inveniamus, 

notandum — efte circumferentiam deferiptam radio HA, przterea Sjldx x- 

? uat fpatium GABD, quod fada A B = A Fevadit quadrans circuli radij A F. 
gitur lolidum genitum a quadrante AGF rotato circa HK fuperathemifphz- 
rium radij AF per folidum, ouod fit multiplicando quadrantem radi) AF per 
circumferentiam deferiptam radio H A . 

9. SpeAavi curvam, qux pofita eft poft axem rotationis, & lineam abfeif- 
farum ; verum fi ipfa media fuerit, nt in Fig. 8, ut inquiratur folidum pro- 
ducum a fpatio ABD rotato circa axem HK, evidens eft, a cylindro orto 
• reCangulo AHKB demendum efle folidum genitum a fpatio AHKD. Ita- 
que lolidum genitum a fpatio ADB rotato circa HK = 

— Sf — ji -dat = Sacii— jijf.idx.Sit -quadransradij A H=:r, 

a r » f a r ^ 

Ttm, JU> G g eu- 
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«ujus ungens /ie AB, (fig. 9 ) ut vocaa AB = *, BD=i^ aequatio fit 
folidum ortum a triliaeo ADB rotato circa HK erit 

J!-. S *V»= — , & fafta » = c, evadet = ^.£_, hoc .eftcono,cu> 
ar *•'. J 

jus altitudo, & femidiameeer bafis =r, qui conus gignitur a triangulo AHP 
rotato circa HF. Sit quadrans AFEl (Fig.j) rotandus circa axem HK., 
quaeritur folidum productum a quadrante A FI. Agatur quzlibct BEK, & fit 

AB = x, BE=^. Formulam inventam in duas divido —Svidx 

r xr 

Prima d.it circumferentiam radij HA du£lam in aream AEIB, quz fafla... 
AB = AF definit in quadrantem ; altera dat folidum genitum ab area AIEB 
rotata circa AB, quod folidum fafta AB=AF definit io btmifphzrium ;er- 
go folidum ortam a quadrante A IF circa HK zquat folidum, quod prodit, fi 
qiudrans radij A F ducatur in circumferentiam radij AH, dempto bemifpbzrio. 
Q. E. 1. Q.UUH numero luperiore inventum fuerit lolidum genitum a qua* 
drante AFG circa H K, fi hoc addatur lolido genito a quadrante A F i, io* 
venies folidum producum a femtcirculo GFI circa HK squale duplici qua* 
dranti, leu eidem femtcirculo du£io in circumferentiam radi) AH; fi vero Ie* 
eundum folidum a primo detrahas invenies difiTercutiam squalem duplici hemif* 
phzrio, feu integrs f^phsrs. 

la Exemplum ultimum aperit methodum , qua invenienda funt folida ge* 
sita in rotatione ab area, qus inter duas curvas, aut inter duos ejufdem cur* 
vs ramos continentur. Sint dus curvz AD, A E {Fig. 10 ) relatz ad eaf- 
ckm abfeiffas AB, qus rotentur circa axem KH, qusritnr folidum genitum 

ab area ADE. Vocata AB = », fit BDzrj, BE=jt;ergo KD = c-4-JI, 
KE = c+^. Itaque ex fuperioribus folidum genitum ab areaADKH= — 

— ~T* * * 

X y & quod producitur ab area AEKH = .^.Sc-f-y . </»: ergofi 
hoc ab illo fubtrahatur, habebitur folidum ortum a fpatio ADE = |^. 


i I ” ' j 

S ic y —y'\d^- Q.uod erat inveniendum. Formula. 

nihil cll alind quam area ADE, tum efl produ£fom ab area ADB 

rotata circa AB, & Sy^dx folidum ortum ab area AEB rotata circa-> 
camdem A B. Igitur folidum produSum ab area ADE circa HK xquat . — « 


AED addita differentia folidotnm, qus prodneunt ares ADB, AEB circa 
AB. Exemplum nuicum affero. Super diametro NO deferiptus fit femicircn* 
Ins NFO, ( Fig. II ) in quo dufta quacumque chorda MI, parallela NO 
«lius femicircultts deferibatur MGI; qusritut folidum produftum a lunula- 
MG!F rotata eirca NO. Ex centro H agatur norm alis HG omnia bifariam 

dividens. Vocetur HO =^», AI = t,AH=r =^/«4 — * 4. Ordina KD. 
,SiiAB=:*, BD=j, BEsc/, ut squationes curvatum G 1 , r l unt 


V 


Digitized by Google 


CJTUT DECIMUM 2)j 

, «« — *x ac f .LiquetSjr— jf. n = G F E D; erg* 

-2- SFED. Prateret 

a r r 

jr —y^h —n 4-af|/4< — * =»f. yja» — n* — r ;ergo 

— fC 

— X» — fjx, & iougraado 

S j* — d* — xc. HFEK — c;«. Sed cx = AHKB; erga 
S — y .i X ■sz xc . HFEK — HK B = ac.AFEB. Quapropter folidum 

ortumcxGFED circa HK=^. GFED+^. AFEB=^. GABDj 

r r r ^ a 

ergo folidum ortum ex femilnoula GlFz^.GAI. Quadrans G AI = • 

r 8r <» 


ergo folidum genitum a femilucula GFI = — adeoque quod gignitar 
p* a 8 

a Innula integra = — - .t c. 

^ t . - ‘ 

II. Si curva ordinatarum y ad oppofitam partem jaceret, nt negativa fpe» 
<Iand a effet. Quare mutato ejus figno, uc evadat pofiiiva , formula proveniet 

— Sae — y ,dx. Quod fi jf —y, brevior fiet nempe ^JLE. 

a r , 

Sydx. Si GFl(Fi]g.7)Gt femicirculus rotandus circa H K,du£lo radio ABF 

parallelo HK folidum produftum a fpatio GDEI = — . GDEI, ut antea 
inventum eft. ' 

IX. SpcAavi baAenus curvam & fpatium integrum , a quo gignitur foli- 
dum, pofitum efie ad unam, eamdemque partem axis rotationis. Videndum eft 
breviter, quid accidat formulis, fi curva ab axe rotationis fecetur . Sit curva 
GFD, (Fig, 12 ) cujus abfciffm AB = x, ordinata B D=jr, quz rotetur cir- 
ca lineam abfeifiarura A B fecantem curvam in F . DuAa ordinata G A fpa- 
tium AFG gignet folidum rotundam, & aliud producet fpatium FBD. For- 

mula przbens valorem folidi geniti fcilicet ^ dx, przbet ne fummam,an 

differentiam duorum folidorum? Agatur in fpatio fuperiori ordinata xBxD, 
quz certe tamquam negativa fpeAanda eft , exiftente A i B =: x , ejufque ele- 
mento = dxpolitivo,qua de re area AGaDxB tamquam negativa fpc£Ian- 

da erit. Verum quum quadratum quantitatis negativz pofitivum fit,^* pofiti- 

vum erit, licet / fit negativa; ergo etiam Sjr dx.Quamobremquumduplex fo- 

lidum ortum ab ntraque area pofitivum fit, patet a formula — S^Vx ita in- 

G g a a e 
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tegrata, «t (vanefcit fifta x=« , exhiberi fummam utriufque folidi . Hoc 
exccnplo finT)>lrcif{]nio confrrnienius* Sit GFD lioea rc£la faciem cum linea 
abfcjflarum angulum femircaum . Sit AF = AG = 4,erit Equatio x — 

ergo dx = df; igitur ^ = Sy dn = -^^ . ^^^-I^.Eiiconftansati. 

dita eft, qu* efficit, ut pofita y — — a, quantitas e»anefeat. Atqui 

.3 »•■3 

aft conus genitus a triangulo FDB,& ^ eft conus prodoaus a triangu- 
lo AFG; ergo formula pr*bet utriufque lolidi fummam. Quod fi vellet duo- 
rum folidorum differentiam oportet utrumque feparatim invenire, & alterum ab 
altero deducere. 

1). Si in hypothefi num. 5, ubi quatritur folidura genitum ab areaADB 
rotante circa HK, intelligatur HK accedere motu parallelo ad AB, 
tum tranfire ad plagam oppofitam io ^HiK; perlpicuum eft A H=c evade- 
re negativam ^ quare mutato figno Ipeciei c, ut ex negativa tranfeat in politt- 

vam formula proveniet ^ — x, in qua AaH = f.Hacc formula 

i.*^*"*®8f*t** ut evanefeat fafta *=o, quodoam folidum fufficiet? Ajo, eant 
^fficere differentiam duorum folidorum, quae oriuntur abareisDFaK, AFaKB, 
Hoc clare cogQolces, fi fequaris methodum ufurpatam num. s- Ftimum invenien- 
dum eft folidum ortum ex area OAaHaKD circa aHzK. Hoc ex num. fn- 
Peiiore eft fhmma folidorum, quie oriuntor a duabus areis DFiK, AFiH; 
deiade demendus eft cylinder ortus ex rotatione redanguli A zH .K B, qui , 
ctiamfi c evadat negativa, eft pofitivus. Fa£la autem faac detriieiior.e mtnife- 
AC- differentiam dnorum folidorum, q use oriuntor ab areis DFzK, 

patefaciamus in exemplo maxime fimplici. Iit A FD linet 
recta facient angulum femireAum cum AB, ut fit jf=.x. Itaque erit 

^Si/dx~ic/dx=:-^ Sx^dx — %cxdx =z-^.— — cx* . Hatc ita-a 
a r ar 3 

f*x-H — ; atqui «ft eogus genitui a triin- 

3 ar } 

gulo FOaK; ~c x eft cylinder genitus a re£Iangulo AaHzKB, demum 
P 

~ eft conus ortus a triangulo A F a H ; ergo lolidum ortum ab aiea A F a K B s 

p ~ ^ 

~ - c X Igitur noflra formula exbibet differentiam duorum folidorum * 

3 

qu* generamur ab areis FDzK, AFaK B. 

r4. SimiJi modo dum num. jo. inventum eft folidum genitum ab area.^ 
A DE ( Fig, 10) inter duas curvas ccmprebcnTa, rotata circa HK , fi opcrai 
Ses rffe^iy frquaris , determinabis quid indicet trimula, dum azis lotaiim-s 
traofii in aHaK, & Ipecies c evadit negativa. Alutaie figno Ipccici ctomm- 

ia 


fcribitnr — 
a r 


3 

X —c 
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b h« prodit-^ S—ic.M—y.dx-\-n —y. dx, Hxe forronU - oritur , fi 
» r 

primum ioTeaiainr folidum ortum a fpatio ADtKaH, quod squat fummam 
folidorum, quz oriuntur a trilineis FDiK, FAiH. Deinde inveniendum fo> 
iidum orieni ex fpatio A£aKaH,quod zquat fummam folidorum, qux ori- 
untur a trilineis GEaK. GAaH/tum hoc alterum folidum a primo detrahen- 
dum eft . FaAa porro dttra£iione remanet folidum, quod ortum eft ex FGED, 
dempto folido orto ex AFG/ ergo noftra formula exprimit differentiam duo- 
rum folidorum, qux producuntur ab areis FGED, AFG. Ollendamus hunc 
quoque cafum exemplo facillimo. Sint AFD, AGE dux linex re£lx . Sit 

AB = >«: BD=jr:.-i:m; ctgo y= mx. Similiter x;BE=^;;i;»j ergo 

jf=»x. Noftra igitur formula fiet 

j 

B . Sit. P t t X , t 

JLS — tc.m—n.xdx+m —n .x dx=.J-,m — ( tn—n.cx . 

a K a r 3 

Videamus ntrum bxc formula prxbeat differentiam duorum folidorum , qux pro-^ 
ducuntur ab areis FGED, AFG, quemadmodum definitum eft. Facile inve- 
nies FaH = -i-,GaH=-^; ergo FiK = x_ i-, GaH = x— i_; tum 
m n m n 

iKD = i»x — f, zKE = x x— c ; ergo conus genitas a triangulo FaKD 


circa F i K = 



= — me . Simili' 
a r 3 


1 j ^ ^ } 

ter conus ortus a triangulo GaKE erit -nex -+-c x ; ergo fi 

a r 3 t» 

conus alter a primo auferatur remanebit folidna prodo6hifflabarea FGED — 

— — C iw— » . c x*-f — Conus produflus a triangulo & A a H 

ar 3 3”*" 

efl = — produAus mo a triangulo FAaH eft Ablato fecundo 

1 r 5 » X r 3’M , 

, _ . , . _ _ p m — n.c ‘ 

cono a primo remanet folidum productum a triangulo A r G = — . - - — - — - . 


Hoc fi dematur 8 fuperiore prodit formula paullo ante per integrationem inventa , 
qux proinde exhibet dif^rcotiam duorum folidorum, qux gignantur ab areii 
FGED, FGA. Hxc fatis fint de folidis, & de cautione, qua ufurpandxfunt 
iurmuix, dum axis rotationis tranfit ab una ad alteram partem linex abfcilfa- 


ra® • . . — 

i<. Nunc venio ad fuperficies, qux in rotatione a corvis generantur. Cuiw 
va AD, ( Fig. I ) cujus abfciffx AB = x,BD=y rotetur circa AB /qux- 
ritur fuperficies genita a curva A D in rotatione. Agatur ordinata bd infinite 
proxima BD, & minima chorda Dd. Superficies frufti conici peoduda io ro- 
tatione a refta Dd minor eft fuperfieie genita ab arcu Dd quantitate ad iplaa 
nlatc infinitelima: ergo fuperficies genita a tedb Dd eft elementum fuperficiet 

geu- 
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P™"* P« «^PortODtm mtegmioocffl obtintbis, fi 
qu* geaeratur a re£U Dd, cognofcatur. Hanc ob rem produc Dd, donec coq. 
currat cum AB in P. Voca curvam AD = j, elementum Dd=Jr,Dp =/• 

ergo PDd ac r-f-dr. Circumferentia circuli deferipti radio BD et= I~ . y • 

quat deferibitur radio bd= „go fuperficiei conica dcinipta 


refla PDd= = + & fupfrficincde- 

fcripta a PD erit =—• *!!• Dematur hate a priore, & fiat fuperficiet frufli 
conici deferipti a D d = ^ . rdii4-i^di-|-drit/ deleatur ultimus terminus 


infiniteCmus refpeflu reliquorum, & eadem fuperficie$,quz eft elementum fuper* 


fieiei deferiptz a curva AD, fiet = — .tdy-i-i/at; atqui r:^:;ds.‘d^;ergo 

2t T ^ 

y d ii s : ergo ekmtntQm fuperficiei genitae a curva A D= u, 

f f 

Hasc fecunda formula utilis efle poteft, quum data eft tangens. Simili methodo vo- 
catis ut antea A B = DC = * , BD = AC = j invenies elementum (upcificiei 


genitx ab eadem curva A D circa AC= f-.itdt=~.tdx, duiu.-aodo per 
fpeciem r intclligas reflam DQ. * ’’ 

id. Sit quadrans circuli A DH,(F/]j. i j )qui rotetur circa radium K. A =r 
quzrttur fupcrficics genita a quadrante ADH . Vocato de more AB = *, 


BD=rjt, ex nom. fuperiore conftat, fuperficiem effe = — Spdt ; atqui ex 

natura circuli f.y:idtidx:.ngo ydt = rdxi ergo fuperficies prodit — 

Srdx=pxi non additur conftans io integratione, quia hoc modo fuperficiea 
evanefcit, eviDefeente x.Si fiat /e=r nafcetur bemifphzrium =pr, faoc eft du- 
plum integri circuli genitoris; ergo tota fphera eft quadrupla circuli maximi. 
St quzratur fuperficies genita a quadrante ADH circa tangentem AC/ con- 


flat ex num. fuperiore, eam effe = — Sxdrfedexnaturacirculirv-x.vdrtdjt; 
ergo rdjt = rds — xdr, & xdc=rdt — rdy: ergo fuperficies quzfita = 
-^Srdi rdy—ps — py. Quare faflo r = — ,Sc^ = r,fiet — — Si po- 
nas r = it = «, fupcrficics genita a demicircumferentia A Ha erit = — : 

* j • . * 

ergo quz prodncitnr a tota circumferentia —pp» Igitur bze fuperficies fe ha- 
bebit ad fuperficiem fphzricam ut pp/ipr.-.-p;ir, Icilicet nt circumfereatia 
ad diametrum . 

17. Inquiritur fuperficies genita a quadrante ellyptico G D F ( F«. 14 ) 
tum in rotatione cirn majorem axem AF, tnm circa minorem A G. Vocetur 
axis major A F — 0,ffliner AG=^, ordinatis DB,DC vocentur de more A B=rx, 

, , / aa-b b 

dxy *a-xx. 

AC=Jf.Notum eft, vocito arcu CD = r, fore rfr = / 

XX 

' erg» 
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■ hb 


trgo jidt= — 

Sd s—~d)t^»a — X)c .— — igii 


v/ j a — XX 


jitquij^= — y/»a~)cx; ergo 


Igitur 


E- Sifdt = Ltsdx |/i»j — xM,— 1. Producitur AF in P , donec 


r 

A P = 


r a 
a a 


:> & producitur GA inH donec AH=AG;de!nde cum 

yj a a — bb 

duobus femiaxibus A P , A H dcferibitur ellyp fii H M P . Facile eft inveoiro 
ordinatam BM— — \/aa — xx.iJt — — j ergo 


— A H M B ; ergo — Syd$ » feu fuperficies 


S —dx]/^aa — XX. 

X . a a » r - 

genita ab arcu G O rotante circa AF eft = — . AHMB. Quare a£Va ordi» 

■ata FI fuperlicies genita a toto quadrante GDF critae — AHIF. Si« 


mili modoG vocetur arcua FD = r,fcimui hteds — 

xdj, i/bb+n^.ti:^ 

ergo xds — . .. 


dyl/kb+y».—-^ . 


y/bb—yy 


bb 


yjbb—}ig 


atqui * = y/bb—yy ; ergo 


xdi~-^dy V'bb-\-yy. * - * ** & integrando Sxds — -^-» 

b bb b 

vero fume AQ 


Sdy ]/bb+yy. Jam 


, & AK = «,& 


a 4 — bh ’ 

femiaxibua A K , A Q deferibe hyp erbolam KL, q uam fecet O C produfta ia 

N. Facile invenies CN= ; ergo S ' 

O b b h 

djf \^bl -^yy , * — ■~ *t =:KACN. Igitur — Sxdr , hoc eft faperdeies 
b b p t 

genita ab arcu DF cicca AGx= — . KACN, & Aipcrficies ab integra quo> 

dranteFDG = — KAGL. Quare fuperficies produfla a quadrante circa axem 
r - 

majorem ad illam , quz giuitur in rotatione circa axem minorem^ fe baber^ 
ut area ellyptka AHlF ad bjwtbolicam AKLG. 

i>. Sic FD (.Fig. is) traftoria , cujus zquatio vocata FD = r, DB=if 

ttL di— * ; ergo ydt — ’—ady. & integrando , ut evanefat pofita 
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fsz* erit S jfJi = 4a — atf. igitur -^Syiis icilicet fuperficict ortt «x t*> 

utione «reus FD circ* ABssf-^.«— fed— efl integra cirousfemtia cir« 

r r 

culi deferipti radio =«, & ordinata DC efl FC=:4 — ir;ergo fuperficies dc« 
feripta ab arcu FO efl rc£langulum ex circumferentia circuli radio re» 

£la FC, feu asqualit fuperficiei cylindri, cujut bafls eft circulua radi) =:«, al- 
titudo en FC, adeoque fuperficies genita a curva infinita F DG eft aequalia 
fuperficiei cylindricas ejufdcm bafit, & altitudinis FA=:«.'Sit nunc logaritb- 

mica FDG {Fig.16 ) aequationis dx= — ^^,8c accepta ordinata FA=< 

quxratur fuperficies genita ab arcu F D rorat o circa afymptotum H G. A b z* 

quatione curvz invenies </f = — ~ & 

hoc eft fuperficies orta ab arcu FD = — S — quz 

fumntatoria dependens a quadratura hyperbolz ita accipienda efl, ut fiat = « pofita 
_y = o. Produfta BA in H,ut H A=:FA = 4, centro A femiaxe primo AH 
defcribatur byperbola zquilatera Hi, cui ex pundis F , C agantur ordinatz 

FI, CM, erit fuperficies deferipta ab arcu FD=-^ IFCM. Eodem fum* 

ptoareuFsDad alteram partem punAi F invenies, fuperficiem genitam ab ar> 

cuFaDefle = — . IFaCaM. 
r 

tg. Si pofitit curvz coordinatis AB=x,BD=^ fiat rotatio circaaxeta 
K.H, ( Fig. s ) fatis erit, vocata A H = c, feribere io formula ^ -i- e pro y, 

atque hzc proveniet ~S y-^-c.ds. Hzc ob fuimet facilitatem novis exem- 
plis non indiget. Quod fi axis rotationis tranfeat ad alteram partem abfeifla- 
rum in aHaK, ut c evadat negativa, tum mutato figoo fpeciei r, formula 

evadet — Sjf — c.ds. Notetur punAum F, ubi axis rotationis curvam fecai. 

Ajo, formulam exhibere differentiam fuperficierum, quz oriuntur ab arcubus 
F D, F A. Nam quum in arcu A F fit y — c negativa, & ds fit pofitiva,lu- 
perficies genita ab noc arcu circa zHiK proveniet negativa, adeoque demenda 
erit ex fuperficie genita ab aren FD , quz pofitiva eft. Oftendamus boc de 
more ia exemplo maxime fimplici. Sit linea AD linea refla faciens cum AB 
angulum femireAum. Erit x = y, dy = dx & ds = dy /a ; igitur fuperficies 
genita a teda AFD ex formula erit 
- a 

-^Sydyv/ a — rdyy/' a = ^ a. Hzc zqualis eft fuperficiei 

conicz genite ex reda F D ciru F 1 H dempta fuperficie conica genita ab A F 
circa AaH. Nam prima fuperficies = — . p> — c.y/a.y — c = 


— ejf / a -l- ^ ; altera = -^.cc/a = -^.^.Si hzc a fuperiore 
^ Jx »r r ./, ^ 




de- 
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#emttnr, redit (bruula inveoti. Ab hit colli^ tamquam RegatWara fprfhindam 
cffe fuperficieffl, qux «neretur ab arcu lito infra axem rotationis. 

< ao. Haficnus fpcaarimus coordinatas oribonnalet, quod fi ez obliqus 
Inerint, qua ratione invenienda fint folida, & fuperiicies ortz ez rotatione 
breviter ex fuperioribus colligemua. Sit curva A D, (Fig. 17. ) cujus coordi! 
aatse A Bmr, BD±;j| faciant angulum Si ea rotetur circaaxem HK 
parallelum AB: queritur primum Tolidum ortum a fuperficie ABO . Sit 
AH = c parallela DBK. Ez D demittatur D L O perpendicularis AB, 

quemadmodum & AI. Quoniam D L = — 1 ^ . , L O = —— ,c. 


= BL=^ 


Ce. 1 


^ ^ -•/»& A L=3« — ££llf jf, fi in formula in- 

venta num. 7. pro * feribatnr x — ^^,ii,&proii-Kponatur— — 

habebitur folidum genitum a fpatio ADL. Fiat autem 

a (= =. - --=r. L- ~ = .-. =r . — 

Jf./» J. » . . Cc. M 


— . — Sn +tcn. dx — 


dy. Huic ad habendum folidum ortum 


2 

» t 

r 

ab area ADB addendam eft folidum ortum a triangulo DLB, quod faell»'. 

~a j ~ > I •..< 


invenies 


p Cc,f..Sc.t. y * P 

— — . : . . 


a r 


a r 


quz addita fuperiori formulz dabit folidum requifitnm 



Sjt ficy.dx. 


a'd" formula ponas c=o, habebis folidum ortum a rotatione circa axem 
AB. Quod fi axis tranfeat ad alteram partem linez AB, ut in aHiK eva- 
det c negativa, quare huic mutato ligno orietur formula, quz exprimet foli- 
dum, quod aa/icitur ez rotatione circa aKiH. Verum in hac quoad quanti- 
tates pofitivas, 8 c negativas eadem advertenda funt , quz lupra diximus. 

II. Quoad luperficiem produAam ab arcu AD, nihil eft facilius quanu. 
formulam invenire. Namque fatis eft in formula num ig, pro y + c feribere 

— ^ — -y-hc; quo faflo proveniet lupefficiea ab arcu AD genita = 


P * S C m ~ ' X 1 • s. * .» 

— Sjf-i-c .df;kA advertendum eft, in hac dt nonzqatteydy f d) 


fed ^"' ‘-dydx-^dx’’. Si azis rotationis fit AB, erit''f = s, & 

formula fimplicior evadet. Si axis rotationis ad alteram partem tranfeat , fiet c 
negativa; quare mutato ligno proveniet formata Ssr^.ds. in qua 

de negativis eadem valent, quz antea notata funt. 

aa. Antequam deleram curvas ad abfciffarfrelatas, placet non^omittere me- 
thodum, quz per multiplicem integrationem formulas deducit ex panllelepipe- 
dorum dimenfione. Hzc enim methodus in cafibus difficilioribus magnam af- 
fert utilltatejn. Sit curva A Dd,( Ft|?. 18) cujus ordina» DB=^ faciant cum 
Ton. il. H h abfcil- ' 
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•brcilTis angalum i^ufmcuraque =^ 1 ». Ea rotetur circa axem HK-.tt* 

ganiur du2 ordinatx iabnite proximzDBK, dbk, & fit DLO perpeodicu. 
liris axi rotationis. Suppooatur fieri rotatip, per arcum infioitefioiiun , ut ar< 
cus Op defcriptus a pundlo D infiaitefimus fit. Vocetur 4parcus fimilis arcui 
Dp, qui defcnbitur radio ^coaftante = r . Nuperiores oaoct deoomiostioaeari^ 
tineatur. Quzratur primum folidum minimum defcripium in,hoc notu ab arta 
BDdb. Accipe abiciflam BM=a; ejufque elemeotum Mm=d^. Paraliu* 
Iz A B agantur MN,mn^ Oudla Mi perpendiculari MN, confiat forcMi = 


Sc. 


Sc. 


'LL^</^;ergo parallelogrammum M m n N = .tiz.dx . Perpendicularis 

^ ' S c ^ 

HK agatur MS, quz erit . Sit Mq arcus in rotatione defcti- 

ptus apunfto M ,qui ut inveniatur, futrxdp:: . i+z : M q = 

ergo parallelepipedum defcriptumab area infiniiiesinfinitefima MmnN erit = 


Sc./i • ^p .dx.g-Hc.dn.Ut inveniatur folidum defcriptumab areaBMNb, 


fpeAandz funt tamquam conflantes dx^ dp, & ut fola variabilis z ; ergo ia 
bac fuppofitione fa£ia integratione habebimus folidum deferiptum i redangulo 

BMNb= In hac ponamus z=it, & obtioebi- 

’ Jf — * d 

mus folidum deferiptum ab ntei BDdb nimirum — -.1/ -irxci/.dx . 

ar 

Hae obtenti nd inveniendum fblidnni dementare, quod eadem area deferibit 
in integra revolutione, pofita t/, Si dx conflante integretur tormuln inventa. 


8c fiet 


Sc./i , p I 


,1/ ^icy.d». Species p autem nunc indiut integram ciiw 


cumferentiam . Habemus itaque dcraentuin folidi deferipti ip integra revolutio* 
ne ab area ADB. Speflantcs jam tamquam fluentes **,lf integremus, & ha* 

a _____ 

bebimus folidum requiCt um Sy^-i^xcy.dx , quz cum fuperioro 

* - ar* 

apprime cofazret. . . . r 

I aj. Ad habendam fuperfieieni orum nb arcu AD, primum inveniamus for- 
mulam exprimentem redangulum Dp. Dd. Fiat ut r;dp:: — ^./4-c: 
Dp = £f • ,ij^c. Hanc integremus fuppoCta y conflante, ut fiat 


^ —■- ^'^ -.y-^c.ds reprzfentans lonam dementarem deferiptam ab D d, dum* 
modo p integram circumferentiam defignet. Integremus jam fuppofita y , 81 s 
variabili, & flat faperficies quxCta = — Sy-i~c,ds, quz paritet 
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•B cnm rapcriore. Hae dc carris sd abfciflcs rdatis diftt Bnt fatis. ~ 

S4. Tranfeamos ad curras relatas ad focum. A facilioribus incipientes fp«. 
Aemus curram A D ( Wig. ig ) relatam ad focum F , qux rotetur circa sxem 
AF tranfeuotem per punAum F. Qnzritur folidum produAum in rotatione ab 
area A F D . Ducatur F d faciens angulum infinitefimum cum F D . Fiat rota» 
tio per inflnitefifflam angnlum, ut punAum D deferibat minimum arcum Dp. 
Solidum genitum a fpatio FDd eft pyramis, cujus rertex eft F,ba(is vero re» 
Aangnium genitum ab Dd ;cujus balis eft Dd,altitudo arcus minimus Dp.Hzc 

I li ramis dupla eft ejus, cujus rertex idem F, bafis vero eft dimidium rcAangu» 
i produfU ab D d ; fed hzc ex arcbimedeis entertia pars produAi ex area F Dd 
in arcum D p: ergo oyramis deferipta ab area FDd zquabit duas tertias partes 
produ£fi ex area FDd in arcum Dp.* igitur integratione fa£la folidum genitum 
in integra revolutione ab dementari triangulo FDd aetjuabit duas tertias par» 
tes produffi ex eadem area FDd in circumferentiam circuli deferipti a pundo 
D, quod lolidum conflat efle elementum folidi geniti ab area ADF. Hic po- 
fitis elementum idem algebraice exponendum eft. Ducatur DB normalis axi, 
& centro F, radio F D delcribatur arcus minimus Dr. Vocetur FD=g 
Dr = d*,artiis IL deferiptus radioFI=rfit =/i,ejus elementum 

erit BD = ^^. area F Dd=:^^-^.Ut inveniatur circumferentis a pun» 


Ao D deferipta fiat ut r:p.*.*BD 


_Sc.M pSe.M . . , 

.y: .p,quzentcitcumferen» 

^ r 2 

tit deferipta a punAo D* ergo elementum folidi requifiti — —.y dxiu- 

que adeo folidum genitum ab VAD=zJ—. Sy*. Tres miabilei 

i I' r 

in bac formula reperluntur pempe^,^, dx;fed facile ad duas reducentur «• 
liminata dx, eft enim r: * ergo folidum idem erit = 

t-SyKi^^. 

3 *^ r* . 

1$. Hanc eamdem formulam licet invenire per methodum indicatsm nnm. 
na. Nam fumpta qualibet FMz=n, deferibatur ircus MN, cui fit infinita 
proximus mn, ut = Quum autem Ct r;if/..*cz: MN , eritMN=: 

j »■ . - * I 

X d « a 3 » tt 9 ^ 9 

— j ergo treoU M m n N = ^ 

r r 


>• Ducitur MS oornulis axi routio» 


aiso Ut inveniatur arcus deferiptus in rotatione miatma a punflo M. is qui 
deferibitur ab L vocetur tam Eat ut OL: MS,feu ut LF;FM,id^ 

t:z::dy: qui eft arcus deferiptus n punAo M; ergo folidum genitam 

nb areola MmnN, = ^ dxi integrata in fuppolitioae i//>. St 

idy conflantis dabit folidum ortnm nb area FMN = in quafipona- 


Hb X 


tui 


Digilized by Coogie 



a44 L It T^l A4U S . 

tur ^=^1 btbebimu folidm ortUm A area clenentariFDd=:^^L£!l^. Hac 

i . . ■ _■ •• r >. i 

I r 

iterum integretur ia foppofirione conflijiti»^ ui habeatur folidum ab eadea 

area F D d ortum ia intc^ revolutione = -Ll^ , ddiotante . f circumfiereiip 

3. *’ 

tiam integrant radio OL defcriptara.Ut fpecieaf dependens a quantitate Meli- 
minetur,, fiat, ut OL = Se.f^:f::r:p, vocata p circumferentia conftante dc> 

fcripta. radio F L ; ergo f = • 


FDd 


- ergo folidum elementare ortum ab area 

c »*n_ ^ c H^-d^.Sc.^. 


^ ;& integranda folidumortum ah AF D= S • 


5 ^ . . d St ' 

ut antea. Hzc. formula iimplicior reddi potcft, advertendo. — —=-~dCe.it' 

P id 0 c 4 M' ^ 

quare folidum ortuna abAFQ= — S — / .. quz foraula, ubi n da- 

tur per cofinum anguli AFD, rem expeditiflime aperit _ 

ad.. Ad. exemplum fit primo. A Di circulus,. cujus radiat F Asr.eritj =f. 

•rgo folidum genitum e fieAore FADr=^..t.r*_ Ace,/.. Ea conflans ad- 

3 r 

dita eft,. ut pofito Ce.^=r, folidum evaoefcat; atqui r — Ce./iZquat finum 

vctfnm AB.*, ergo idem folidum = . Sit 5^=mCc.^,quzefl zqnatio 

circuli radii = m c , pofito foco in circumferentia . DifiGireatiando fit Ce. /q 

t , 4 4 41 

trgo folidum — S — ^ — M ~2^,^L!L — ?L. Ea. cooflaoa pofita eft, quz nnl- 
3r mrjrqmr 

jum reddit folidum ,.fi n — mr. Quare fafla i/ = 0 , habebitur emifphzrium = 
l } P f 

— . Si generatim ponas j^= formula folidum exhi- 

i*" -4^ ■ /-+-*— a -- 

• • , iP+t 3f. v' 

henahzc proVeniet S V” ‘ 


3* - ,3/>-+-3f — -*■ 


>. Summatoria bzc , ut 


antea fofius: probavimus,, modo aigebraice, modo fuppofitis folis quadraturis cir- 
culi , & byperbolz obtinetur. Q.uare folida ex his orta, aut folam quadratu- 
ram circuli pollulant, aut przterea quadraturam fayperbolz. 

_%f. Sic fpyralis archimedea , quz defer bitur motu zquabili a punflo F 
( Fig .10 ) gradiente per radium Fl,interim dum hic circumvolvitur per qua- 
drantem IB. Du£la qualibet F DL, quzratur folidum genitum a (patio FD, 
quod inter curvam, chordamque continetur. Vocato radio lFs:r,& quadran. 
te 1 B = f ,czterirqucrecentiadenominationjbtti aiquatio fpiralia bzc efl r : y : :y ; «•; 

ergo n ss f,, Q|io valoie fubfUtuto, fohdi formulaA provenit ^ • 

S- 
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CA7VTJyEClMVM^A\TVM i^f 

i 

quae fumnitoria d«J 

f' 


= — S — r . JCc. 

3 J 


p«nd«t % qiudratart curvae , quae defcrilMtac fuppofits circuIt reAifieatione. 
fito eodtm circulo IBK., (Pig.ii) ec quolibet puoAo L ordinetur LP; tum 
fumunt PQ. iti ut FI: PQ.fit io. rationn. triplicata/1 B/ IL; puoAura 

erit i& eum, cujus tbfciiTx FP = Cc^/i.,ordiutz autem PQ.= ergo 

i -* 


•iCA. Q.P I = s — 


r. M 

i 


dCc.it; ergo folidum deferiptuma fpttio 

i « ' 

obtinebitur,, fi! area Q.P I 


aa ) quod inventum, eft = — S — — — dC c.t.^ 

^ f 

( a i)i ducatur in tertiam partem circumferentiar .circbii IBK. Curva I Q; 
intra parallelas 1 N, K O babet infinitos ramos. IM,. MN, NO 8cc. Primi a- 
rea LMK infervit inveniendo iolido. genito a prima.' fcmifpyra. FbC; fecundi 
area NMKl determinabit folidunt ortum a fecunda, femiipyra. C E G . Quara 
ad invenienda folida duabus femifpyris genita , oportebit, flmul accipere furamas. 
jurhifque areat NMKl, M K I f ad uveniendam vero eorumdem folidonim difr 
ferentiam, earumdem arearum opus eft uti difterentia,boc eft areaNMl,qux 
continetur inter duos ramos MN, MI. Area a tertio, ramo, terminata nempa 
ONIK dabit folidum produAum a tertia femifpyra/ atque ita- deinceps. 

_i8. Nunc confideremus folidum genitura in rotatione circa axera FG, 
{ '■Tig. XX ) qui non' tranfit per focum F,ad quem curva refertur. ReAa Ar 
ponatur parallela axi. rotationis EG;8t arez AFOfumatur, ut antea, elemen» 
tum DFd. Fiat rotatio per minimum angulum, ut’ pun At D, F defcribairt 
minimos arcus DP, Ff, quorum radi) funt DE, F.G' normales axi rotatio* 
nis . In hoc motu triangulum elementare F D ‘d 'deferibet fblidum claufum 
« duobus triangulis, dc a tiibns. quxdrilaieris , quod 'reprt^eniat Fig..a) . Qdi 
hujulce lolidi quantitatem exprimet, inveniet elementium folI(li,'quod in integra 
rotatione generat triangulum elememare F Dd. PespuaAum f ducatut planuaa. 
tranfiens per Dd, quod dividet folidum in duas pyramides alteram triangula* 
rem fDdF, alteram quadrilateram fDdpP. Prima habetor, fi ttiangulunu. 
EDd ducaur in tertum, partem. F f; fecunda eft. produAum arex fPp, (eu 

* *••—•** p> p. 

FDdduAz in duas tertiaspartesDP ; ergo totum fblidum =t F D d . .. 

ItaqueintegrationefaAahabebitucfolidumin integra revolutione generatum atri* 

'angulo elementariFDd;fietque folidnm.= in duas cirtumfarentias-deferipk. 

tas a punAo D,addita circumferentia deferipU a punAo F.^quod eft elementunu 
lolidi geniti ab area ADd. Retentis fuperioribus denominationibus voceturprz* 
- Sc-.it- cp ^ pSc.it 

tsrea conflans BE = c.. Fiat rip::e-\ .y: . 

r. r rr { 


• ./,qu»eft'ciri- 


cumCereatia deferipta npunAo D. Itemr :p : latS^qakmt ci rcumferentia deferJ » 
_ » _ ^ « .. . t. jidie cp) xp.ScriM i,.. 

pta a punAo F ; ergo folidi quzuu elementum invenitur = rrr — f»»' 


grr 


trgp) 
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trgofoUdumftqaifittHng(nitnfflabtrMAFD=: — 4 m ,' 
I 3 •" * e 

tf 4 ^ n 

QDoBiaa iotem efl «rgo Iblidum zs -£-. 

—l , ■■ ' ' . » 3' 

^ jcydtt ^ nd M .'5 e . p i ' , n _ i:;., u 

a r >■ 

r 

29. Methodos ufurpata num. 15. huic quoque cafui applicatur. Namque 
ut fupra ineenictur areola MmnN = . Vocetur =d<t arcus mini* 

nus t quietu rotatione defcrihitur a puuAp z. Fiat ut LH:MK, fivo 

' ’ S c, >• 

c-f-a: 

, - . gSe.M j r , . . . , , . 

e-^-Scf‘:c•^ ;:of: — -j «?, qui erit arcus defcriptus a pnn- 

f ** C* ft 

Ao M. Hic autem duAus in areolam M m n N dabit folidum ab hac areola gc* 
, , , Sc , ft * , , 

czdzdi>-\ ? dzdx 

.^f;qna in hypothcfi dx 9 c df confian* 


aitom = 


f .C-+* Jc.jc 


«Is integretur, ut habeatur— i 


} 1 


fj. - 

a 



df^dfi in qua ponatur c=jrg 

f . C-f- J C, ^ 

ut habeatur folidum ortum in minima .icvolutionc a triangulo elementari 
I a Sc.m „1 ' ‘ 

CJf -+- Jl; 

FDd= ■ ' ■ .y^rff.Hsec iterum integretar foppofita eonflaa* 

r . f •+- Jc.M 

te jr, ut folidum exurgat ab eodem triangulo FDd genitum in integn 

% 4 f 

revolutione - — -fd/i, denotante f circumferentiam deferiptam 

r. c-i-Sc. M t ; , 

n pundo L, radio K.L. Ut f determinetur per ^ fiat,utHL=c-t-Jc./.;f ;;r:p; 


ergo 


c-i-Sc,t 


; ergo habebitur qns cum 


3 r a r 

feperiore prorfns cokzret. In hae fi ponas 


rr 


■dCc.f>k&z inugra* 


lione habebis- 


3 f 


- S-^cjt dx-d dCc.^. 
2 a 


30. Formulz inventz applicatz funt cafui, ubi curva jacet pofi axem rota- 
tionis, & huic parallelam traoleuntem per locum. Quod fi curva inter has me- 
dium locum teneat, quid fiet noflns formulis 1 Evidens ell tam arcum ,i,quaa 


Sc. $t 
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Sc.ft «y idere ■egationm . Qutre formulae fient^^S — 

L-S — —cy^di^ — n^dCc.ft qux prxbebunt oegativum. relidam onnm cx 

^ X — : — -■ - 

rotatione . Qu are mut entur ligna , ut pofitivnm eradat » ^ ^ 

J—S —cn^d/^-^a^dCc.,». Reapre ad has formalas derenies, ii utraouiua^ 
3 f * 

methodum, qua uli fumus, huic cafui accomodes. . „ • 

ji. Quod fi curra AD, ( F«^. 14 ) cujus focus F fecetur ab axe rotatio*' 
nis E G , tnin ia nollris formulis fpecies c eradet negatira . Quare mutan- 
to hujus fpeci fi lig no fiet folidum ortum a triangulo elementari FOd = 

+ ^ - ^ cy^dfi — Quz formu* 

r * X ■ 

3 '’ 

Iz indicant differentiam inter folida duo, quorum unum producitur a quadri- 
latero xXOd, alterum a triangulo FXx. Ut hoc clare appareat, determine- 
mus per dujs methodos, qu'bus fupra uli fumus, utriafque foVidi quantitatem . 
Quantum perttnet ad triangulum FXx, folidum ab eo genitum eft pyramis , 
in minima revolutione, cujus bafis eft idem FXx, altitudo vero lineola deferi- 
pta a punffto F; ergo hoc (^olidum eft tertia pars trianguli FXx in hanc li- 
neolam, & fa£la integratione in luppofitione conflantis trianguli FXx , foli- 
dum ortum ex integra revolutione ejufdem trianguli eft tertia pars trianguli 
FXx in circumferentiam deferiptam a pun£to F. Ut inveniamus FXx fiat 

F FX*;;triang. FDd: FXx» five retentis fuperioribus denominationibus 


P ■ i 

jrr' 1 


11 , t 1 , 

. r c ,. ydx , r c d>t 

X ' ' X ' 1 

S C • ft S c • ^ 


, quz exprimit uiangulum XFx; circumf»- 


rentia vero deferipta a puoAo X = ~.r;ergo folidum produflum in revola- 

I ^ 

tione integra a triangulo XFx= ; atqui - J erga 

■ f 

pe^di 6 y Sc*p» 

idem folidom =-X quz integrationem admittit, cjofqoa iategralf'= 

— OC^Cf m 6 Sc»m 

— addita opportana conflante , quam hic 'non quzrimus. 

Altera metiiodut eamdem formulam invenit. Nam folidum deferipran 
ab elemento MmnN in minima revolutione, cfl idem etementum duAam in 
minimum arcum deferiptum a pundo M. Vocata alitem FM = z elementum 

M m n N = in arcum minimum deferiptum a pun£lo M . Hic au* 

r 

tem eft ad arcum deferiptum a punflo F ,, quem voco df::X M:XF<'.‘ 

z: —■ — ; ergo arcua deferiptus a puaSo — z^df.Sr. f> 

Sc.ftSc.fi rt 

go 


/ 
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i 

r e 


to folUumdcfcripruoiAbcUiBciitoMfBBN: 

• * I , « ^ * 

qnod integrttum ia fuppofitioac & df conflantis dabit folidum gcni< 

tnm nb F M N = ^d^diSf.^ ^ = i F = JlL- 

' ar% * * • 

babebimui folidum ortcm n triangulo F X z = ^ ^ dt>d f r c d^df _ 

, a a 

fcdptd^B* • t f f \ S c * 5*rc./« 

” ^ * & ittrum integrando fuppofita M^St d /t conflante , habebimus fo- 

6 S e ,i 

deno> 


lidum in integra rerolutionc ab eodem triangulo genitum = 


_ r c fdt 


6Sc. 


tante f circumferentiam deferiptaro a punfto F. Atqui r;p::c:f = — ; ergo i- 


dem folidum 


_ P rd, 


prorfus ut antea. 


6Sc. 


ja. Accedo ad folidum in minima revolutione defcriptumitrapetio XzdD. 
Hoc folidum exprimitur in fig. as. in qua DP, dp funt arcus minimi deferi- 
pti a purftis D,d. Dufto plano tranfeunte per tria punda x,P,D, folidum 
dividitur in pyramidem quadrangularem zPOdp, & triangularem zPDz. 
Haec eft tertia parsprodufti trianguli zDX in D Prilia, ut conflat et fuperio. 
ribus exaequat duu tertias partes produAi trianguli z D d in D P . Quare bot 
unice curandum eft. ut exprimantur triangula x O X , xDd. In fig. 14. agatur 
XD,& centro Fintelligaturdefcriptus arcus zt. Quoniam eft FD;FX:;Dr:z t, 


•rit analytice^: 


Sc.t 


idx: 


red» 
USc, p 


= a t; ergo triangulum F X t= _1 


V dx 


xnSc. >> 

* *j 

r c d X 


atquiFX:XD:;triang.FXz: XxD;ergo-— — 

JJ Sc.M Sc,M 1 

v-r»— *fd» r c dx redx 

“VT — ■“ T .fSc.M — rc. Sifflili modo inveni- 

%Sc.!t a ' a ' < 

*ySe./t xySc.M 

tnr triangulum xDd. Namqua Fdi xd.vtriang . FDdzxDd, feu anilytict 
— rc .. Jf d * .j^p j_ jrJc.y — r c 
Sc . M a xSc.ft 

cato r=df minimo arcu deferipto a punAo D, pyramis triangularis erit = 


'-.dx. His triangulis inventis vo- 


rc dx df .y Sc . fi — r c 


; pyramis vero quadrangularis. 


dxd^.ySc.f>—rc 

jfc.#. 


dySc.M . 

Igitur totum folidum defcriptum in minima revolutione ab areaXtdD, fic^ 
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CJTVT DECiMVM 9jf^XT»A4 34 , 

_ rcdxdf dxdt ■■■;■ — ■' _ . 

— rc;& intcgrtado fappo&tu conftaoti<< 

dj/ S c 9 /i 

bos/, fiet folidum genitam ab eadem arca in integra reeoIutionC 

fe jdx idK 4 ]d» i 

iSc.„ •SSc.„ — rc — -- •■^aSc.^e.fSc.^—rt, 

d^Sc.,)k 

Ut elimioemu t y dependentem a quantitate^, fiat r:p:i^SS.JL.IZZli 
p.J/ Se./,~rc r 

ergo lolidom ortum a reeolutione trapetii XzdO erit 


f = 


e r 

pdx 


6 f jfSc.0> 
pd n 

dr*. sT.m 

p d M 


-.a/Je.^-H*»./#».^— rr*i atqui — = ergo idem = 

/ r> ■* * 


— . + ./* — ff — 


> t 

« V',- 


5 3 ’ ^ 

.ir . Jf.r. ^3crp\Tc7^ -hrV. Q. E. !. 


dr , Sc. f> 

34- Ad eamdem formulam fecunda, qua uG fiimut, methodus oea perducci. 

|Mi centro Fdeferiptis minimis arcubus IV^N, mn infinite prozimfi, tocccm 

X M=,. Quoniam eft r:d , erit MN = 

Sc.^ 


t S c . areola Mmatdrr-j-^! — .rcd:^Se.n.gd^ 

Vocato =df arcu minimo defctipto a pnnao d[ fia^tut XO:XN^, fivn 

W 3 £ ^ MM W t 9 £ » ^ ^ ^ * 


•» qui erit arcus minimus deferiptus 


- — = -:r:d9: 

^ /. Jf , H ~re' 

punfto M; ergo foli dum in minima reeolu tione ortum ab areoIaMmnN erit 
__ d^.dq 


. r c z </ J c 2 (f ^ . Integremus pofitis /I , d o eoa. 

r.Jfa e.f, — re 

Itantibus, fiet folidum ortura ab area XMNz = 

- ^- 1 '*^^-T-r ..3rc+a2i'f Pone ar = XD= « !„.• 

6r.p>Sc. M—r e Sc.^ ’ 

beas folidum in minima rotatione genitum ab area X D d z = 
d tt d <j • , ; — ■ 2 * ~ 

^ j dt.M - 4 -r c • n S( — , Hanc formulam fi primum integrea 

6 r.Se./t 

fofit» fola f variabili, tura elimines g, eam formulam invenies, quse num. fn- 
periore inventa eft. 

35 - Quoniam folidum genitum a trapetio XzdD = 

Z-ao». U. 1 i 


•I:' 


»|0 

jAjl. 


'LltEX fXlMVS 


<*n 


% t 


4 r 


Sf f. , 


Xc./> -"ircj: .te.m 4-r c , & qaod oritur u triaoBiilrt. 



i 


%M \St.0 — jrejr 


';fiboctpriori deduuturtrtnaoct 

dir:^* . - 

«|u« formula illa ip^cR^quam p^uiant naffl.jo,fafti r BcgatiTa;&: quzpr»» 
inde duorum folidoram indicit difTereotiam.Si reda FaO lecec axem rotatio* 
nia poli focum , curram ^ tunc formuji exbibena' folidum ofcnm ex trapet^ 
aXazadiD evadit negatiw quare ad hdc lolidum olftinendum poritive,ia 
formula ligna omnia mutanda erunt* Piura *Ua podeot obfervari , fcd quum 
ex bis, quz dida funt , facillime intelligantur, bzc fnfficiaat ad tnveoiendaa 
quantitatem folidorum,^ quz a rotatione producantur* 

3 d. Nunc bmviter de fuperficiebua * Cu/va A D relata ad. (ocum F roto* 
tur primo circa axem A F ( Fig. ) tranfeuntem pet-focnm F. Condat 'elo> 
mentum Dd, quod fumi debnt in'^miniaia rotatione proflucere redangulum, 
cui bafis D d altitudo arcua minimus dcfcriptus a pundo D ; e^o integrao* 
do liippo&ta confiaateOd,aona ak hoc. elemento, defcripta zquabit rcdangulum 

ax D d in circumferentiam ddicripum a pondo D ratqui cfl r 

quz zquat hanc clrcumfettntiam pundi D(rctineo fpecies fopra adhibiut); Dd 

Tcro= l/dx*-hdjr*;ergo zonn deferipu.a D.d=.— ;at. 

qui ergo eadem sotu & integrat* 

io faperficies geniu ah AD=.-^ S gSc.j» 

o* ' 

37* Si ADfia circulus, defeuptus centro F^ k radio FO=:r,erIt jf =% 

loc cft Conflans: ergo fuperficies genita a cnrra AO = — Sd«*..fr.x:atqai 

dA^Xe.xzr^ndCe.xycrgoeademsep.S — dCe.t^ — p. « — Cr.x. Addi- 
tur confiant cflScienaa ut Cr.x'=r, fupcrficicL nullefut. Quum autem 
w-^Cc.), zquet finum irerfum AB, fuperficies gpaita ab arcu. AO zquabit 
rcdangulum ex toia circumferentia in finum verfum AB.. Sit fpiralii FDB, 
(Fi;, ad- ) cttjna proprictaa fit, ut *><>< drferipeo circulo, cu- 

jas radiutFl = eyUt r D.=;OL.. Quare differentiis acceptu em djr — dXr.p 

s ■ - cfgo faperficies geniu oh treu FD=s 

* - 1 

~ d <fcX7T/**-4/fcTx*-+- C c. ^ ^ ■< Hzc poiefl integrari in 

e 

hunc modum 

r X _■ 

iCe.n, erit fu- 

♦»“ 


Xc.x.Ce.x^ ^ quadntam circuli dependet- 
dj*Xc.x 


Vemm rem ita facilins conficiemus. Quoniam 
n * f 
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perficies qnznu — .S — Jr.#.JCc.^;atqaiS— Jc.^.iCe.^ = treaalOL; 

ergo fopcrficics qnstfiu genita ab ateu F D = lOL. Quare ea qiua gi. 

gninir a tnrva F D B erit ad quadraatera 1 F B at circumferentia ad radium . 
Si qnzn;, quzntm fit hzc curva FDB, facile invenies: eam effe circulum, 
cnjus diameter =FB=:ar. 

38. Si axis rotationis EG non tranfeit per focum F,fcd difiet intervalla 
=r r a parallela per focum F ( F«a. as •) trsnfeuote , eadem omnino metb^ 
dus locum habet ; neque aliud aden diferimen , nili quod radius circuli deferi* 

pti a pundo D zquat — fit circumferentiam: — ./TcTT-frTjer- 
go fnperlicics genita a curva A D = -y Sj Jc .a + f c. |/i*d#*'+-rV>*.Quod 
fi axis rotationis EG( Fi|f.s4} medius fit inter focum, fit curvam; tuacquantitis 
e evaderet negativa, & formnlarefultaret— S/Jr.j.— rc. 

r 

£z his formulis omnes fuperficies genitas io rotatione licet derivare. Hzc quidem 
fufficerent quoad foiida, & fuperneies genitas; fed omittenda non & elegantif- 
fima regula, quz Guldini appellari folet, per quam maxime fimplices plerum- 

? oe oriuntur determinationes. Sed ad eam explicandam aliqua przmittenda..» 
unt. 

- - 39. -Sint duzqozKbet quantitates A , B colleAz in pnnfiis A , B. & juii- 
fia A B {F(g. xj) dividatur in E in ratione quantitatum reciproca ; m pariter 
qjiodlibet plaanna MN, in quod a ;mnAis A,B,E demittantur perpendicula 
rea AM, BN, EP. A jo fore A. AM-^B.BN = A -+- B .E F, Ad demon- 
Arationem per panftum E agitur parallela, quz fetet AM, BN KodpdsA, 
fi opus eft, in punAis H,K.Qoum fimilia fint triangula EAH, EBK erit 
BE : A E.*:BIC: A H ;fed exhypothefi B E.' A E :: A.'B;ergo A.- A H; 

zrgo A.AHrrfi. BK* fed A. AH eft ezcefinc redangiili A.EP tupra re- 
Aangalum A.AM, & o.BK eft exceftus reflanguli B.BN iupra B.EP,‘t 
gitur A . A M ;A .EP erit arithmetice ut B.E P: B. BN;ergo A.AM-t-B. 
BN= A-t-B. EP, Q. E. D. Hinc colligere licet rcAingula , quz fiunt ex 
quantitatibus A, B in diftantias a plano MN eadem ede vel quantitates lint 
in pun£lis A,B, vel fint colIcAz in punAo E. 

40. Addatur jam tertia quantitas C. Jungatur EC, quz dividatur in P 
ita , ut fit A*+-B:C.‘/CF-‘FE, & in idem planum ilueanrur normales FR, 
CQ.. Ajo A.AM-i-B , BN + C - C Q= A -f- B-j-T S. FR . InteHigantilr 
qo antitatei A, BcolltAz in E. Ex num. fuperior e erit A-4-B. E P-t-C.CQ 
:= A-l-B-hC.FR; fed ex eodem nu m. A-hB.E P =: A.AM-^B. BN ; 
igitur A . A M-4- B. BN-+-G.CQ = A B + C 5 .FR. Quapropter vel tria 
corpora A,B,C fint pofita in punAis A,B,C, vel fimul colleAa in puoAo 
F , reAai^ula, quz fiunt ab iifdem in fuas diflantiu a plano, funt zqualia . 

41. Eodem demondrationis progreftu, fi addatur quartum corpus D, & in-' 
veniatur punAum G ita, ut fitA+ B- 4 -C:D; :DG:GF, probabo, quatuor 
, fis reAan- 


D- 


^uBt ex fiaguli* quiatiutibiit ia ia» dillintiti t ptinv^xnu* 
'Ul «IT* unico rcilingulo ex fumnaqiutuor quiatitatumia iifttadtai.C !> . Quo* 
Muin vero hic progred'as ad quiaque,ad rec,inaoadque.t>cuaiqaeaumeruii qmr- 
Utacum cciana, infvaituinextendacury oaanifetiaaa eft, poliui quibiUcur&qua quaiv* 
rftacibus intra ipfaa adeffe puaftuai ea przJitum proprietate, ut luatma oinai» 
«m qaaatitatam in diftantiam hujus pundi a plano quodlibet zquec omnia ca> 
dangula ez Ungulis quantitatibus i^ peculiares diilantias ab eodens plano» 
Hoc primum detedum eft ab illis, qpi de re mechanica egerunt, iliudque a^ 
^erirqu! nominatam eft ceotruot gravitatis, a oponullis etiam centrum malTx. 
Nos in geometricis infiftentes vocabimus centrum magnitudinis. Si omnes quin« 
titates fit* funt ex una eademque parte plaai, redangalorum fumma femprrto* 
eipienda eft, prout antea fecimus. Verum fi aliqu* jaceant ad partem oppoli» 
tam, earum dillantiz a plano tamquam ncgativ* 'accipiend* lunt, quare redso* 
gulum ex omnibus quantitatibus in diftantiam centri' magottudinis a plsiio te> 
quale eft redangulis earum quantitatum, quz luat lo eadem parte, in luas pe* 
culiares diilantias a plano, demptis fimiiibus redangulis aliarum quantitatum-^ 
quz fnnt in plaga oppofita. Quod G nlanum tranleat per centrum ipfum ma» 
gnitudinis, quando hujus diftaotia mana ert, oporte^ ut quz red-ngula exhjc 
bent quantitates ad unam panem polit*,, fint zquaiia iliis, quz przhent quao« 
titates ad alteram partem jaccntca. 

4** Qi^ret fottaOie aliquis, utrum datis quantitatibus, earnmque politia* 
^bus, pundum hoc, quod dicimus centrum magnitudinis, fu determinatum',. 
& unicuinr Unicum fine dubio elTe, relpondeo. Etenim tribus planis non pa- 
rallelis conceptis, fi ex rcdangulorum proprietate determinemus dtflantiam centri 
magnitudinis a tribus planis , & fecundam has diftintiu ducamns tria plana_> 
prioribus puallela , patet , in fingulis bifce planis centrom magnitudinis ezk 
nere; ergo rn communi trium planorum fed*one, quz eft puadam , io quo 
centrum magnitudinis litum ell. Si quantitates omnes in uno eodemque plano 
■jaeerwr, in eodem plino^ dudis duabus lineis non parallelis, determinetur di- 
itantia centn magnitudinis ab his lineis,. & fccunduai bas diftaotias agantur 
duz prioribus paratielz , earum interfedio centrum, magnitudinis deurminabuou 
Pofui hneas A M, BN, E P Stc.. normales plano MN, ut claritati lesvireou 
demonfttationis non deficit, tametfi normales non fint, dunv 
modo toter fe paraltelz. Quare deinceps, G commodum luerit , paallelas qui- 
dem, fed non normales confiderabo. 

4?* Si quantitates fint numero finitz, nihil facilius eft,. qutra earum cen* 
trora magnitudinis invenire . Etenim latis eft dividere lineam duas conjungen- 
M Id earum ratione reciproca, htic erit centrum duarum quantitatum^ Gon- 
lungatur noc cam tertia, 8t linea conjungens pariter, uc. traditum eft , in n- 
tioae recimot» dividatur. St determinabitur centrum magnitudinum trium qpan- 
tttatum. Ita progredere, donec omnes acceptzfnerint, atque ita omniinn centrum 
magnitudinis determinabig.. Verum fi quantitates fint numero- infioiiz , ut ac- 
oidrt in tineis, Aioerliciebus, ac iolidis., tes ell difficilioris indaginis, & po- 
fcn,ut formulas doceamus, per quas hujpfmodi ceotrum. ^tcuninare polll- 
mus.. 

44. Sei prius advertendum elfe cenfeo, exiftere figuris ejurmodi proprie, 
tanbus praditu, ax quibus centrum magnitudinis autllatim determinatur, tot 
Ultem deterrotnatitr linea, aut planum, in quo er-ftit. Ita line* redzcenirum 
oaagauudiaia eft {uodum illam bifituam dividens , quia conllat utriuique par« 
^ lis 
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tii eleineiit% «taJogi at» eo c^ie atqne adeo reftangula ex ffngniia el^ 

meatis in diftaatTu ab hoc puncto xqaalia eruat. Similiter circulv ejus circum* 
ferentia , fpiuerx, ejus fuperftciei centrum magnitudinis idem eft ac centrum G» 
furz, quia dd6Va per centrum qualibet linea vel plano, re6hngula GngulardiA 
partium in dtllantiai ab hac linea, vel plano hinc inde aqualia lunt, Praeterea G 
linea dividat omnes ordinatas parulelas. aequaliter perfpicuum ell in bac lia^ 
lore centrum magnitudinis; itera G planum dividat omnia plana parallela in par* 
tes «quales, & fimiles, centrum magnitudinis erit inhoo plano. Hinc determina* 
tur centrum magnitudinis parallelogrammi ABED. {Fig. 28 ) NamduelaFG 
♦vidente latera A B , D B bifariam; item H K , qu* alia latera A D, B E bifariam fe* 
cet ; hvrum interleifio C dabit centrum magnitudinis, quod punilum idem cif,. 
quodprzbjit diagooa iumnterfedio.Similiur per tria plana parallela tribus garalle- 
tcpipedi laperGciebus,qunrum unumquodque dividat alia nuo plana iir partes t- 
cc‘)trum magnitudinis parallelepipedi determinabitur. H« omnes Ggiuae 
funt, ib qnibus centrum magnitudinis coincidit cum centro ipfius Ggurz. 

45 > Ad alias traofeuotes inquiramus centrum magnitudinis cujulcumque trl* 
^uguli. Sit triangulum quodlibcc A BD..^ F>g. ) Dividantur latera duo A Bi, 
bifariam in F,G, & agantur DF, BG fe iotetrccantes. in C. Quoniam 
DF tecat bifariam omnes parallelas lateri BA,inea erit centrum magnitudi- 
nis trianguli. Hoc autem centruni erit etiam in linea BG fecante bifariam omnes 
parallelas A D; Ergocenrrum eritpundum interfedionisC. Agatur linea F G-. 
Quum utraque. linea AB, A D dividatnr bifariam in F, G^crir FG paralieln 
ergo erit A F: A B:/FG.*BD ; fed A F eft dimidium A R; ergo F Geft 
dimidium B O* fed quum proptep Gmilitudinem triangulorum F,CG-,TBCD 6 c 
FG.*B-D/.-FC.'CD, & r G fit dimidium BD, erit etiam F‘Q dimidium CD; 
•rgo FC tertia pan totius DF. Simili modo demonftraboCG efletertiam par* 
tera BG . Jungatur AC, quz produfta fecet latus BD in E; aio BD efle bi* 
feriam divifinr in E. Per puuAum CTigatur MN parallela BD. Similia trian- 
gula FCM, FDB dant FC : F D.- :M C: B D ; fed FC efi tertia pats D F; 
.ergo MC tertia pars B D. Pariter fimilia triangula GGN , GBD dant 
fed CG eft tertia pars G B; ergo CN tertia pars 
Itaque C M, C N zquantes ambz tertiam parrem «jurdera B D, inter U. zqu^ 
I» erunt ; ergo etiam BE, DE zquales erant inter fe. Przterea quum fit 
MC : BD 1:3 erit MC.BE;;i:3; fed IVTC: BE;.: AC .■ A E; ergo 
AC:AE;:i: 3; ergo A C eft squalis duabus tertiis partibus AE.& CEzqua- 
lis terciz parci A E . Quapropter ad iaveniendum cerurusn magnituainis io triaqk 
gulo fatis eft ex quolibet angulo ducere lioeam dividentem bifariam latus oppo* 
ficum, 8c hanc in tres partes zquales dividere; punAum illud, quod propius 
teri , em cenrrum magnitadinis requifitum . Quoniam figurz reAilinez in tri- 
angula dividuntur', quorum centra magnitudinis inveniuntor , nitnl ftdlius eft'; 
qiiam cirjuslibet flgurse reftilinez centra magnitudinis- rtpert re. • 

46, Poffem ex hit principii» aliarum figurarum centrum magnitudinis detera 
aeinare; led ad prolixitatem- fugiendam przftat non pauca leikrum induftriz rea 
linquere . Ad formula» ira q ne generales tradendas accedamus. Gurvz tujuslibet 
A B ( Fig. 30) centrum magnitudinis rcKrire. Dividatur curva in fua elementa 
Dd ;in quamlibet A F ducamr normalis D’E-. Centrum mignitadinis firC,&<ius 
diftantia a linea A F fit CG. Arcus AD vocetur elementum Dd = dr,- 
Gentruoi magnirndinis clementi Dd illud bifariam dividit, feu a punfto dividens 
t» bifarhtarniftat perminimum iatervaliittn, ae‘frroiode vdeata DE =^, 
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■MBnuB Dd dift«bit a redla AF difltntia =J^; ergo quantitas Dd*in fuaB dl> 
ftantiara du£U =jr^s, & unoia produAa in fuat diflaotiaa s^Sj/ds.Si omni* 

alementaDd = = s;ergo vocata CG =», erit Sj ds = suyGve — — 

az qua formula faAa integratione, & polita s = A DB, 8c = BF, determU 
nabitur diftantia centri magnitudinis linez ADB a reifa AF. Quod fi cur> 

*a referatur ad focum F , vocata DF=jf, & angulo AFO=:— , erit 

DE = ^- ' 


ergo diftantia centri augnitudiois curva a ie£la AF,"'a«io^ 


ft CG = « =* 


■.Si e)ufdeoi centri diftantia ab alia teSaqtiacmi> 


que priori non parallela determinetur , quifque videt, locum bujurct centri mn> 
gnitudiniifore determinatam. 

^i. Dati arcus circularis AB ( Fig. )t ') centrum magoitudims reperire i 
Dividatur arcus bifariam in H, & ducatur ad centrum circuli K radius HK. 
Quoniam AH = BH, & uterque arcus refpedu linem H K eft (imiliter poli* 
tus, manifeflum eft , centrum magnitudinis to|ius arcus AHB politum eftir in 
linea KH ; ergo unice inquirenda eft ejus diftantia a centro circuli K.Prae* 
terea manifeflum eft item, duorum arcuum AH, BH centra magnitudinis se- 
que, diftare a linea K 1 perpendiculari KH; «rgo eadem quoque «rit diftantia 
centri magnitudinis totius arcus AHB, ergo fatis eft invenire, quantum cen- 
trum magnitudinis arcus HB diftet a linea KI. Sit HD = r, Di=^; ergo 

s 

«1= ^ — ;fed dr= «g» * = — Integretur ita ut 

* t/ , , ; . - * . . Mi'. I • 

fafta F = r, quantitas =’•, & invenies u =: - — ia qua ponenda eft 
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ad KC.ldem inrenies, (i utaris alia formula focum Mfpidente, Nam h&0 
itD=:u=:r, Sc vocato HD = s, erit (a = « — r, fpecies u indicat qntdran- 

_ SdsCi.i SrdSe.t rifc.r 

tem;crgoXc./> = i'c.» — * = Cc. r /ergo u = — — , 

quz eadem eft ac fuperior.Si AHB foret femicircumferentia ,fiet femicircuffl- 
ferentia ad diametrum, feu nt quadrans ad radium, ita radius ad diftantiam in- 
ter centrum magnitudinis, & centrum circuli. Si arcus Iit integra circumferen- 
tia, ejus chorda =o; ergo etiam diftantia centri magaitudinis a centro cirtnli 
= 0, adeoque centrum circuli erit centrum magnitudinis, quod aliunde cfteer- 
tiftifflum . 

31. Venio ad fuperficies. Sit fuperficiei quaelibet ABF, ( F!g. 31, 33 } 
cujus centrum magnitudinis C oportet determinare. Dividatur fuperficies inim 
elementa DEed, quorum centra magnitudinis K determinantur, quum lint pa- 
fallclogramma. la lineam quamlibet LG demittantur oormalcs KL, CG.Sii- 

P«- 
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IMrficict crerctu rocetar =i,eiut clcmeiitam ds, KL=^,CG ut 

Erit — ?=w. Quare determioau s fti tut viccrcrra, & faAa integra- 

tione, ut par eft« determinabitur quantitu m, que eft diftastia centri magni- 
tudinia fuperbeiei datjc a linea GL. Qapltci modo repraefentamus dieilam In- 
perficiam in fua elementa , primo modo , ut linez dividentes fint perpendienia* 
res, fccnado modo ut lint parallele linee GL. ( Fig.^*) Si primo modo fiat, 
vocata l L=iIGr=c,erit Kl,=jr— c, fcd KI, eft dimidium OE ; ergo 
PS=ajt— ac. Vocata. AE = e, Ee = <d», fie t r = Saj — ae. ' 

Ergo CG=«=2i^l^^= 

aS^d* — cd» Sgd» — fd»r 

Si fiat fecundo modo , erit Kl,=iFE=jr— c, k Eje = dy , ( Fig.jj), prae- 
•eron fit OE=:i(,^erit ds. — xdg; ergo. CG.s=ii = ?'‘^f -. PotcUctiam ac* 

-jj ... 

mere, nt juvet divid-re fupcrficiem per lineas obliqnar illi, in: quam perpen. 
•ici^aret ducuntur. Quod fi fiat non eft difficile formuus huic divifiini con- 
venientes ea fupmorc determinare. Duxi in lineam LG perpendiculares KL^. 
C(x; attamrn etiamfi. eflent oblique dummodo parallele, lormule tedem pro- 
venirent. Hec omnia, breviter adnounda judicavi, quia ex. opportuna prepa». 
Uonc facilior evadit centti magnitudinis, determinatio/. 

. 31« Omittenda non eft methodos,, per quam, fiiperficici centrum' mtgnitu- 
oinii determinari poteft cz equatione curve ad focum, relate . Sit area AFB, 
i^^*34) cujus ceotrum maguitudinii C requiritur. Per focum F tranfeat A F, 
«C cx foco dividatur arca in. triangula minima FOd-.Sit FO=.jt, Dr=dx, 
arcua radii =r, qui metitur angulum. A FD, = ^ .. Trianguli. FDd ceucmm 

Mgaitiidiais. K diftat a. Caco. F per diftantiim. — —11% fuparioribwpav 
ergo K.L = — atqni. F D d ergo. CG=n.=s. 

■i S.Xc.^.JI*dxr 

‘^—1 a qna poteft d e. expeUi rab&ltueado -211^'. Quod fi velis 

• J_rS/dst r- 

deaominara C.L =/ iaveaiet. — f — C G:= a-. Quod, fii velis referre fu» 


Jt . - .1 

parficiaot ad 1 


rd» 

MP, qas dUUt ab AF diftaatia.=:c; tuac'' formalas- i». 

—SSc^.i/*d* 


vcBtz adde GP = c,nt habeat, pofitaFD=jr,CP=rr-t- 


1 


S —eryd» +~^SSe.f>.g*d 


—rSjid» 




— Sfd» 

a 


vel pofita KLstjt, 


CP 


V 
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GF = f -+• 


gf 4 k 
^ Sc.^ 

iHAl. 

.(* 


etSd" 
^ Jf./* 


SC.M 


Sc^ti 


Qaod fi vdii KM=jr*^ 

V** ■ 


'tU cflet in bis formulis pra i/ fcribere > - 

jo. Sedoris circularis K6HA ( Pig. 31 ) centrum magnitudinis inveaire; 
Arnus AB bifariam dividatur U H, & ducatur radius K.H. Padpicni» cft, 
centrum magnitudinis fedoris reperiri in radio KU, quia hic radius cumdea 
bifariam, & fimiliter dividit. Igitur fatis erit, determinare ejus diflantlam 
pua^lo K,quz eadem erit ac diftantia fcAoris HK.B a linea KE.AgantardM 
radij KD, Kd conllituentes angulum infinitefimum . Triangula K D d caatrua^ 
magnitudinis G diflat a puo£io K per duas tertiat partes radij . Agatur in radium 
K.H normalis GL, ut KL Kprxleotct diftaotiam centri magnitudinis G « li- 
nea KE. Vocetur radius KH = r, ut KG = -j-»-. “tu* HD=a., eju el« 

mentum Dd & minimus feflorKDd=i^^— . Cooftat fore L K.=: — 

€e^Mi ergo fedor DKd duflus in LK fiets= ^ . ■ ** / ■ergo OK diiiantin 

centri magnitudinis totius feftoris A H BK a centro K firt = — = 

ar.Sd ^ %r.S c.n ^ H Brs^i. Quare refiaKOerit quarta pro. 

portionalis poft arcum HB,ejus finum — r.Q,E.lnv.Si radio=: — -f 

defcrtbatur arcus circularis interceptus ab iifdem radiis KA, KB, hujus arcus cen- 
trum magnitudinis idem probabitur elie ac centrum magnitudinis Ir^orisAH BK. 
Quo invento, quum centrum trianguli KA B datum -ut, diilat enim a contio K 
per duas tertias paries linese KF, iacili negotio centrum magnitudinis Icgmcnti 
AHBK determinabitur. 

51. Cujufcumque legmenti ptrabdlici A 1 CB ( Tig, 35) centrum magnitudi- 
nis invenire. Dividatur BA bifariam in E, per pun6fum E, ducatur diameter pn- 
rabolae K E, quae quando dividit chordas omnes parallelas B A bifariam ,cenfntdi 
magnitudinis continebit. Sit hoc C ^victis eft invenire valorem redae KC.Dn- 
da DH, quz bifariam dividitur in 1 , & vocata Kl=:x, ID^jt, 


, ut polies 

Sgxjx 

"S^dx = 


parametio na , fit zqiiatio Ex formulis habemus KCs 

± 

^ ^ st —X, fada xsKE. Itaque fi KE dividamus ia C, DtKC.*CE 

fit ttj-s, pundum C erit centrum magnitudinis frgmenti parabolici AKB. 

50. Quz dida funt d« fupcrficiebns, & lineis, eadem valent etiam in ib- 
lidis. Nam vocato fo^do crefeente =5t,ejus elementis, in quz divifum conci- 
pitur, :Sdr,diAantia horum elementorum a plano dito =:jr,erit diftantia cen- 
tri magnitudinis ab eodem plano - Exemplum demus in cono de- 




feri- 
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ftrift 9 in rtmlitionc triuguli A D B ( Fir, % ) circa A B . Pateat eft cca* 
Intm magnitndinis effe io axe coai j^uare utit eft detenniBtre quaatim diftet 
B punAe A . Sumpiit abrciftu ia axe = n & divife coao pn plana parallela^ 
circulo deferipto a BD, vocatoque artu radi) = r,4ai metitur angulum A=«^ 

•rdioala rcfpoodcnt abfcilTz #r erit — ergo circumferentia circuli ab 

^ ^ a * 


-ordinata dcicripti = 


p.Sc.t 


r. Ce. ( 


*, & circulus = 


p. Se . 


ergo elementum 


(olidi, nempe ds 


_p. Se. 


xr.Ce. 


xr.Ce. I 


— .K dK. Qiitre centri magnitudinis diftantia apun* 


Ao A erit u 


S 3^ d ^ t e 

~ — =_2.x; ergo divila AB ia ratione j.*i. 


Sx*^x 


4»r 


Aum divifionis erit centrum magnitudinis. 

effe arbitror de centro magnitudinis. Nunc tradenda eft r^ 
gula Guldin),quz docet, quantitatem quamlibet pofitam in unocodemque pia» 
no tranieunte per axem rotationis producere , dum rotatur, quantitatem , qnZ 
aqualis eft quantitati producenti duAz in viam centri magnitudinis. Ita linea 
generat fuperficiem aqualem eidem linea multrpKcatz per arcum deferiptum a 
magnitudinis centro & fupetficies producit folidum aquale eidem fuperbeiei dn- 
fta in viam centri magnitudinis. Regulam baoc vel maxime elegantem proba* 
^"” 2 *iJi*** * ptitnura in linei-., deinde in fuperficiebos fefc rotantibus. Sit cur- 
va AM, (Tig. 6 ) qua tota j.ceat in plano tranieunte per axem rotationis 
HK- ejus centrum magnitudinis Iit ajo Aiperficicm genitam in Totationc.« 
aqualem efle reAangulo, cujus latus unum fit ipla linea A M, alterum circunu 
terentia delcripta a centro C. Intelligatur divifa linea in fua elementa , quorum 
unum fit Dd, cmns centrum magnitudinis fit o illud bifariam dividens, Voco- 
— Da= ds, diftantia punAi o, feo D ab axe rotationis, hoc eft 
flt CE=ra, qua linea funt normales rotationis axi. Ex tradi» 

ta theoria habemus = dummodo s fiat s=AM; ergo Sj/ds=: ut. 
Hac aequatio multiplicetur per fiat S-^jJr = r.^ .m. Verum ni- 

hil aliud eft, quam circumferentia deferipta a punAo C, & — 5 cireumlcren- 

tia deferipta a punAo e, qua circumferentia duAa in elementum ds dat ele- 
mentum lupcrficiei genita,* ergo fumma omnium elementorum luperficiei geni- 
tz,feu fuperficies genita a tota linea AM, aqualis eft A M duAz ia ciccum- 
ferentiam delcriptam ab ejus centro magnitudinis C. Quod. E. D. 

34. Nunc ad Inperficies. Superficies ABF ( Fig. 33 ) exiftens in plano 
tranltunn per GL, circa axm GL rotetur. Ejus centrum magnitudinis fit C. 
Ajo folidum genitum in rotatione aquale eiie cylindro, cujus bafis fit eadem, 
fuperficies ABF, altitudo vero circumferentia circuli deferipti a punAoC. Di- 
vidatur fuperficies ABF Mt lineas parallelas axi rotationis GL in fua elemen- 
ta, quorum unum fit DEed, babens centrum magnitudinis K. DuAis axi ro- 
tationis normalibus CG, KL, vocetur CG = »,KL=:p. Superficies crefeens 
ADEF=:s, ejus clcmcatHB s=ds. Habebimus ex theoria centri roignitndi- 
Tcm, U, Kli 


na 




'* t - i. 


^ v.'“ £/2B^ Tl^IMffS 

mBk S.jfdi=rus. Hxe multiplicetur pcF'^, ut fit S — wi . At* 
im py r p r r 

. ttul <(l..circuoifereatia deferipta a pundo K,dc —j/dteU folidum genUum 

•b elemento 'D E e d ; ergo S -^^drerit folidum genitum ab areaAFB; I* 

*gitur hoc folidum = — m r ; fed — « eft circumferentia deferipta acentroC: 

. _ _ r r 

igitur folidum genitum a fupetficie ABF aequat eamdem luperficiem dudam in 
circumferentiam deferiptam a centro magniiudinis C. QuoU. £. D. 

SS' I» bac regula maxime uoivcrfali illud adverte, quod accidit, fi part 
linex rocatK, aut luperficiei cadat ad alteram plagam ax;S rotationis, ubi li- 
tum non efi centrum magnitudinis. Qunniam elementa ejus partis habent ab 
axe rotationis dillantias negativas, fuperficies, aut lolidum ab ea parte in ro* 
tatione genitum negative accipiendum efi;ergo differentia duarum quantitaiuin, 
qux io rotaticroe generantur, erit xqualis quantitati rotatx dudx in ceniium 
magnitudinis. Quapropter G axis rotationis tranfeat per centrum magnitudmis, 
quantitates genitx a partibus hinc inde pofitis xqualrs erunt . Quod fi areas 
obtinere fummam quantitatum, qux generantur a duabus partibus hinc inde..* 
pofitis, oportet, ut fingularum partium peculiaria centra magnitudinis deter* 
minentur, atque ex his definiantur fingula folida , eorumque lumma accipiai* 
tur. 

$6. Incredibile diftu eft, qnantum Guldini regula in plerifque difficillimis 
inouifitionibus creet facilitatem. Aliquot exempla proponam. Sint plures linex 
reitx quomodocumque difpofitx A,B,D,E (Fie.jd)qux rotentur circa axem 
LG, invenire fuperficiem qux xqualis fic omnibus fuperficiebus a lineis in r^ 
tatione produflis. Omnium linearum A,B, D,E inveniatur centrum magnitudinis 
C; per hoc agatur parallela axi LG linea MN, qux xqualis fit omnibns li* 
neis liraul fumptis * bxc rotata circa axem LG producet luperficiem cylindil* 
cam xqualem illis omnibus, qux gignuntur a lineis A,B,D,E. Simili modo 
fi l Ft*'37 ) .fidt plures figurz redilinex A,B,qux rotentur circa axem LG , 
quxritur cilinder xqualis omnibus folidis ortis a rotatione figurarum A ,B.Oi^ 
nium harum figurarum determinetur centrum magnitudinis C , cujus diflaotia 
ab axe fit CG; inveniatur rediangulum, omnibus figuris xquale cujus altitudo 
= »CG; hoc autem fit HFK; quod rotatum circa eumdem axem dabit cy- 
lindrum xqualem folidis ortis a fuperficiebus A,B. Quamquam atiumpfi redas 
lineas, 5t figuras reditineas; tamen qiiifque per le cognolcit , methodum noti- 
deficere, fi Imex ellent curvx, & fuperncies cnrvilinex. 

S7. Dato circulo AOBE, qui rotetur eirta axem LG-( Frg-jS ) inveni- 
■tt proportionem inter (iiperficies genitas a duabus circumferent ijs DA E,DBE. 
Vocato quadrante AE = f, radio r=r, conftat ex luperiotibus centrum magni- 
tudinis femicircumferentix O A £ diftare a centro circuli C diftactiaCK=— . 
'Eodem modo centrum magnitudinis alterius femiqjrcnmferentix DBE determi- 
nabitur accepta CH= — ergo vocata CG = n, ent G K = « ^ — jp, & 
; GH=r» — LT. Atqui fuperficies genitx a duabus lemicircumferentijs , quum 

[pf* fint xquales, funt ut eircumferentix deferintx in rotatione a pu-idis K, 
H,f«u ut GK,GH;ergo fupertic.es delcripta a femiciicumferentu D A E 

ad 






■ = 


X 




CJT»T^EC1'MUM^VJ%T0M 


•d n» qn* dtfciibitur > DBE .*:i» q^,,^ 


r r 


^optcr fl quis velit per determinatioacin diflmtix C G efficere , ut foperficict 
geuiu • fenucircumfereiiua D A (it ad eam , qux gignitur a fcinicircumferca* 


tiaDBE io ratione data majoris innqualitatism:», fiet 

ergo componendo & dividendo an: 4 -^, fi ve u.'—::m + »:in — n. Quare 

fi 1 ' 

fumenda erit CG,quz fit ad CH, vei CK;:m + ».-m — n . Similis metho» 
dus valet, fi quzras proportionem inter idlidagenitaa duobus femicimnlis D A E, 
DBE . Nam horum femicirculorum centra magnitudinis K,H diftant a centro 


Quod fi velis hanc datam eflr, nempe m:>f, invenies m.** * ^ 


circuli diflantia =-^ — ergo proportio folidorum erit:;»-f-’ — :« . 

31 - »»‘r3f 3f 

:: w + i»; »1 — », 

. $8. Quadrans ellypticns ABE ( Fig. 39) rotetur primum circa axem mii 

}orem AB, deinde circa minorem BE, quxritur proportio folidorum, qnz in 
duabus rotationibus generantur. Ut boc facilius determinetnr, inveniamus dlftaii. 
tiam centri magnitudinis C ab axe AB . Vocata AB = ia, B£ = A,BF=n^, 

^0 = 9, ut zquitio fit conflat CG= 

a 1 a.ABE 

t* b i 
— S t d K — X d* b X — __ X ■ 

1 a 

a 


~ — ABE ~ — — x = 4, inveniemus CG=5 


M h 

— modo determinabitur diflantia ab axe BE, nempe CH 

^ n I4 Ca 


* if o 

- f i, = • Quare folidum oriens ex rotatione circa axem A Bs— . — 
5. ABE , r 3 


quod oritur ex rotatione circa axem BEs — ergo primum folidum ad 

alterum erit ::&.*/>, boceftin ratione reciproca axium circa quos fit rotatio. 
Quod fi dato folido genito perquadrantem ellypticum AE Brotatum circa axem 
A B velis reperire hemifphzrium zquale, ita analyfim inflitue. Hoc bemifpbC'- 
riam fit illud, quod gignitur a quadrante OCB, i Fig./^S ) cujus centmni 

i 


ab 


. & 


magnitudinis diftabit a radio DC diflantia ; ergo hemifphzrium rs 


f±_ •* 


s ^ 3. 

, feu . Igitur radius circuli requifiti efl pri< 


• — ; ergo erit 

3 3 3'’.. 

mus ex duabus medijs proportionalibus ^,4. Quod fi datus fuerit radius circuli, 
Sc femiaxis = 3 , & quzratur axis 4, circa quem fit rotatio, hic zquabit quar- 
tam proportionalem poli a,r. Contra (i dato 4 quzratur b, hic invenietur z- 
qualis mediz proportionali inter 4 , & quartam proportionalem pofl 4,r. 

59. In oniverfo boc capite fuppofuis, rotationem fieri integrapi &. quodli- 
bet punflam deferibere completam circumferentiam ciiculi . Verum quifque fa- 

Kk a cile 
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cile co|>oo{citt M oauiu,qux diftt funi, eodem modo vtlcw , umMfi rocette 
non compleatur , dummo^ fiat per datum angulum , neque qnidquam requin 
•aliud, nifi iK Ipeciet p, qu* antea iuNgram circumferentiam radii rdeUgnab^ 
detignet tunc arcum illum datum, per quem fit rotatio. H« animadrerfio fv 
cit, ut regula Guldinl aliquando adjuret calculum intewalem ; quod fatu eril 
illullrare eiemplo earum currarum,qux per modum concnoidii nicomedex 6*^*' 
xantur. Sit «irra quxlibet AE, ( F«. 40 > St citra iUam pofitm polui C, 
per quem tranfeat linea CDB, qo* feeet curvam dattm in A, & habeat par- 
tet A B-, AD zquales. Ita bzc linea moveatur, ut punAum A lemper pere^ 
neat in curva data A E, & femper traofeat per polum C_» A punmi t^D ce* 
Scribantur curvz BFf, OGg. Fingatnu* eam perveniffe in litum OGFj pro» 
moveatur in fitum infinite proiimum.C.gf,8t. centro G defmbantnr arcua, r m, 

En,Go.VoceturCA = S,DA = AB = GE = EF=;-,CE=jf,En=djr. 

Notum eft, fpatium FfgG adaquar» zonam circularem FmoG, qua quum 
gignatur ex rotatione linea FG circa centrum C, cujui centrum magoitudina 
eft E deferibens arcum En^erit aqualia aed»:crgo fpatium F fgG=:»e» a. 
Dividatur EF bibritm in P, & centro C delcribatur ucui Pp,qut, quum fit 

•d Jf» eii» — ifa » *fp> Fmn E , adeoque fpa» 

* a 

Cium F SimUiter diviin GE in Q. bifariam deftripMi 

/d» 

fue arctt Qq,. invenietiir ^tiiua Ee^G = nd»t— dlflferen» 

tia fpatiorum FfaE,EcgG erit = Quum, autem « aquatione eurr* 

Ec detur d* per jf,djr, confiat omnia qnafi» fpatia inveniri poffe. 

do. Ponamus A E cuc lineam r^am,& a pnnfto B MOi eonebwdeiMl* 
comedeam fuperiorem , a punAo D inferiotem. Vocetur A E — »,ent Cli— f 
— ^sT-Hrr, St Ee = d». Ex fimilitudinn triangulor um Een, Ce A , five 
CEA, critEn = d»: Ee = d/.-: CA = *.CE = ergo da = 

tA- kaque fubfticutit hifite valoribui babebimut fpatium FfgG=aed" 

y/b b~^ f 9 

-3 ■* * .■ — ^====1; quod pertinet ad quadraturam hyperbole. 

y/ b !> •+•/ f ^ i-\r * * 

Centro A, femiaxo CA deferibatur hyperbola aquilatera CR, 5 t ex^punao 

B ordinetur ER,dncaturqnr ARrbotnm cft fcaorenr ACR = S — -===! 

X ^bb-^tt 

«r|d ^triun BPGD ad fcaoiem ACR erit ut 4»:*. Differeniia inter duo 


fpatic FfcE, EegG iorente eft = 


/d* 


dr 


e 

b 


b*dt 


Quum autem S 


ergo fubftitutia valoribus = 

—Al — fit arcus circulatis radi} 
bb-\-s$ 


Tb-^-tt b ’ b i-i-ff _ _ _ _ 

= S,Sc tangentis = r, palam fit differentiam fpatiorum ABFE, ADGE effo 
nd reilangulum ex pradiao arcu circulari in n; ut a:b. Quum autem horum 

fpa>» 
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CJfVT HECIMUM ^VA%T9M 

(^tiorum fumma dctnr ex hypcrbois quadratura ,difftrcDtia ex quadratura ciM 
culi , apparet , quodlibct ex illU (patija tum a circuli , un ab. bypcrbula quK 
dratura pcudctc. 

^ CATVT VEClMVM ^UI fiTffM. 

Solvuntur aliquot problemata diraAa ad qoadraturaa 
fpe^antta.t 


r«PRobtanni primum. Qpadrarc Diodia- Cyflbidm AMK, ( i ) cuf 
cft aquatio j(*= — — , vocata AB=s«,. AFsaar» P M=jr. Quare jf/.x3x 

] 4 — M 

X* dn • . 

= — ~ eabibet Aflbmtiam- arat cyfloidirAPM, qua fi im 

T «X 

4 — >• 

tegretur, ut etraocfea». •vanefente m, habebitur area APM quziita. rnur^nta 
ibrmuia fummaioria «upeadet a quadratura circuli ; qpod ut puuat ita form»*- 

-*V» 

Ia dirpeaatur —a.. — . Stpolitu multiplicatoia — Xt«qu*^PP0rtuat tatiaa- 

aam habebo, addo & demo - ^ ■ , ut mdac ^ 


4* — ixx.d» 
a; yj tx — XX 


— . — sx-^iXX dx 

=. —^m^xx-xx-\»dxy/ax—xx — ■■..■ iCrgO’ 


• J 

iutegraado S ■ * — — =»» %/^x — xx— ■^Sdx^sx — x*. Qdautitasat» 

a y^4 X — X X * 

gebraiea nnllefcente x aullcfcit, fummatoria autem fub eadem Mnditioae aedd 
pienda cft Nunc per cocScicna- Icpofitum — a. fiat multiplicatio , ut fit 

hoc eft cyflbldiaarea- APM=|SW x.^4x:— XX— ax/4x— XX.. 

/<• * * 

Sed pr odudia ord inatt P M , fi opui eft , ufque ad circuiom ia N’, fclmur 
Sd xy/ a X - XX xquare aream- circularem APN, qu* = p, fi x=ro; & 
xy/ax-xx zquare rcftangulum APN; ergo Cyflbidit- area A PMsquat dtf. 
Areatiam inter tria femiregmenta APNl 8r duo tefUngula A PN. Fiat x:s- 
AB = 4 , femiregmeotum APN evadit femicirculus, reaangulum APN eva* 
•efeit. Igitur cyfioidii fpatiam iafiaite loogum AM-KB cft tnpium femicirca»- 
U genitoris. 

a. Alio medo. Ex punAo A agantur AG^ Agia-iofinitefimoangalo,fecan« 
tea circulum iu N, u, cyfibidem. ia F^f^ perpeodicuUrem ex & in G,g. Pa. 


Ut 


1 


XU I £ A * ft*. V 

ttt imm miflimim FfgG effe elementum irez eyffouUli» AMFGP.Uthos 
in»cnlttnr,tg»tur fu parallela PG. Quoniam angulus ufg = N A n.&fgs A b 
erit triangulum ufg=NAn, cujus integrale fumptum ita, ut evaneUat tafta 
AN — Ab eft fpatium circulare BANSB. Inveniendum nunc quadtilatcmm 
FfuG. Ex f ducatur fi perpendicularis in F G,pr*diaom quadrilat enim erit 
ssFG.fi ssAN.fi. Ad inveniendam fi, vocetur A N ss?^, N B 
ergo No, qu* eft differentia NB, erit ss— Przterca fcimns AN: 

“ 4(1 — ** 

AB::AB:AG,reuz:4::-»:AG=--;ergo quum FGssg^.erit AF 

^ J 

— zd% 






Atqui 


AN:N«: 

r . -t • . 


:AF;fi , feu 


^as-niz 


« 4 — zz 

s;.' — — — :ii; eg» fi 




— & AN.fi s= — «ft 

b:s”rum'pto. Integrale autem NBn ita aceeptun», ut ' evanefcat fafta A N = 
ab & B N s: 0 , ell fegmt-ntum circulare K B S . Igitur area cyflbidii A M F G B 
aouu fpatium A N i B & legmentum N S B bis: (umptum , fcu tnp.um fegmeii^. 
tum N^B cum mangulo A N B ; fed faaa A N = o, triangulum evanefiit * 
fegraentum NSB evadit femicirculus ; ergo area cyffoidis infinite longa A M K 
Zquat triplicem femicircnlnm genitorem, prorfosut antea. 

5. Problema fecundam. Si angnlns ACP crurum zqualium AC, 

CB quarum CB produaura fit in l, ita moveatur, ut B lemper remaneat 
in AD, interea dum CA convertitor circa; A, defcribuur a puofto 1 cuxim 
E ID; quzritur area AEIB. Statuatur angulus in Gtu infinite proximo A cb: 
producamur BC, bc donec «"currant in It, conflat, angulum K 
lera angulo CAc. Nam angulus A BKssAbK-t-K; led ABK_BAC, 
AbKssbAcsergo B AC = b Ac-t-K, 8 i ablato communi b A c remanet 
C A css:K. Centro K radio KC defcribatur arcus Cn, & ducatur A F noia 
malis C B. Angulus A Cess BCn, quia uterque reftus eft;ergo ab ato com- 
muni BCe,remanet Ac;P=cCn; ergo triangula AC^ cCn funt fimijia, 
adeoque Cc:Cn.-.*ACrCF;fedex fimilitudine feaorumCc.-Cnt.-AC.-CK; 
ergo AC:CF.-.-AC:CK; zqnantur Igitnr CF,CK. Dividatur Bl bifa- 
riam in M, & centro K defcribatur arcus Mm. Demum centro A radio AC 

defcribatur quadrans HCL. „ 

4. His przpiratis fumpto tamqnam finu toto A Gssr, vocetur arens H Cs: 4, 
oni metitur angulum HAC,Ce = if/», quadrans =«; ergo arcus CLmetiMS 
angulum CALs=« — Angulus A CGssH AC; ergo ACB=s i. HAQ 
ac propterea arcus, qui illum metitur, — a^,’ergo CF — Cc.ii* — GIC. Vo- 
cetur BI=i, arit KM=sr-+- — t-f-Cf.ij.,* fed A C; Cc : :KM.' M m , 
1 a — 


r- 4 “ — f .<f /• 
z 


'ij/t ,Cc , 


i M 


, fcala- 


mentum arez , hoc eft BI ib = BI.Mm per regulam centri m agnitudinis j 


i » • 

•rgo Blib = — r-F--— 


tdfCc. 1 fi b 


I , , 

rrfl -r— • 

* aa • 
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CJ7UT DECIMUM SIVINTVM 

& i«»gr.»d. AEIB =±.7^i. , + .dfl. 

tur eonfl»ns, quia omnia nullefcunt nullefcente Propofita igitur quidrainr» 
dependet a quadratura circuli, ut evenire debet, qma curvi defcrvpta eft eliy- 
plis , ut probavimus in ppmo tomo lib. i,cap> j., cujus quadraturam connat ■ 
quadratura circuli dependere. . . . g- •> 

•s. Si qnzratur area quadrantis cllyptic i A DE, net ^_u,& xm — xu; 

ergo Sf.i,. = e; igitur area ADE = hac formula de«r- 

minamns quantitatem i, ut ellypfii quadra ns xquet quadrantem circuli AHL, 

6 i f 

Quadrans ille exprimitur per ; ergo — .r-+- ^ 6 = — ,feu4i+xtr=rr; 

ergo t-t-r=: +fN/r, feu b-= :±r,/Z—T. Signum fuperius valet , quum 
b lumitur, ut jicet io figura, fignum inferius, quum fumuur ad partw oppo- 
fitas. Refta AD, qu* ell femiax'S primus ellypfis + .±rv/»4-r;fed 

f efl media proportional sinter duas r & ±T r i -4- r ; ergo citculusac- 

qutlis ellvpn habet radium medium proportionalem inter Uuos icmiaxes elJyprs. 

6. Problema terfum. Line® dat® B D t Frg. j ) moi* intra angulum 

BAD punftum F delcribat curvam, quam fcimus efle ellypfim,qu*ntur -n-a 
AEFD. Promoveatur BD io litum infinita proximum bd, lele decullantib^ 
lineis io punao C- Ut hoc puoaum determinetur, A ^ “ormalis B D, 

& centro C delcribantur minimi arcua bm,Do; erit C B:CD:: bm: U n, 
feu in ratione bm: Bm . , Bm, dn; fed bm:Bm;: APt 

compollta dn.*Dn» adob 

PB, 8e dn;Dn;:DP.-AP;ergaCB:CD in ratione AP:PB ^ 

’ compofita D P : A P » 

DP:PB, & componendo CB.BDr:DP:BD; igitur CBsDP. 

7 . His probatis vocetur FD = ^,Ffi=:A,arcusmetieni8ngn.nmB AG = r* 
arcus angurt B D A = ergo arcua an guli A B D_^. Conftat 

Jf — A*:: BD = a-t-^’;D A — 


S c .1 


Te.i.Ce.ti — Ce.t.Se.P , AD;DP=CB;:r:Cf.Ai j ergo 


I 


rSc 


Cc. 


Cc •• • Sc» i 


'o Dividatur FD bifariam 


CBs ^ 

f r S c •• 

centro C defcribatur arcus Oo. AnguIosDCdell differentia anguli A D B;er- 
go ejus arcus s — </a>. Igitur erit r; d pi'CO:Ooi led 
-a 


CO=sJ-^b- 

Z 


Cr« i 




CCn^»*fC*/a • c c • 
r^Scx r 


-df-h*; ergo Oo: 


/ 


•«4 fKlMVS 

loO* ia 0 dtbit cUmentiim arcz EF DA. Integratio ita facienda cft.ntqfH 
» arta trantfcat . Addita itaque conflante infra deterainaada, tiil 


, 0 d M’Cc , 


b 


EFD A = — -h^-+-S 

' * r' 

e "^k- atqui ea calculo finuntat & cofinuna 

r*Jc. 

# ,& -</Cc.^;ergoEF D A = itf-i^ .--i-i-»- 

s fed s rf = 

ergo EFDA = ^-^^'‘-t--^^li^. 


ar .Xc.* 


Xf.t.Xr./..'Cf.# + Cf.« . C r./; fed X c.. . X c .^-4-C c.. . C c^sr.C r. 


. . .fi» . i». • 0 _ 

ngo FDA = A 1 ,,~c 7 

" 2 f IfoJCt* 

8 . Si iit .-^=50, »«deef.~=r, area cfanefeit ; ergo habetit 

ac proinde ' 

- - aXf.« *•' 


. QuaprO' 


ar 


ar ^ • * 

t.o+i Cc.0.Cc.i — 0 — rCc.-i 


Se. 

4 ^ 


. 0 0 . t.oH 

Mtr eni area £FDA = — . • — 4 - 4 - ■ - 

^ it ar 

Supponatur •“ quadranti, ut Cc.mo , erit EFDA — • « 4 •+• 

*»-*“f~* Cf.4.Cc.«— 4 ^ 43«, area erh = — Si ist cn£t 

ar j, r **’ 

•Kg — fcilicet quadranti eirculi cujus radius s «, queniadaoduffl eveai- 


ta debet, quum in hac bypothefi circulus radii =« deferibatur. _ 

o. Problema quartum. Quadrare, & reaifieare curvam probletnam quinti 
cap. 7. Lib. a. Tom. i., qu* pofita eft intra anguluin reaum KAH, (. f«. 
4 ) & przdita eft proprietate, ut duaa per X reaa M X N zqualera datz , 
in eamque demifla perpendiculari A O , fit femper M O s X N . Si nterer aqua- 
tione iexti gradus M inventa , difficilis , & implicata evaderet problcmaiis^ 
lutiOo Qu&re ptr proprietitein expofii*in itt brtvius fo)utM>nein deducam • Iw 
s infinite proximum X duco mxn zqualem daiz, quz priorem in pundo C 
(ccabit, atque centro C deferibo minimos artus Mp, nq, atque in mn duw 
normalem Ao, quz fetabit MN in t. Quoniam MN, mn z quales <iin t,fa- 
qnet m p = N q. Vocata M N = 4 , MO = 2,’ ergo AO~ , cu- 
jus differentia to= Erit XO = CO = Ct = 4 -an , * 

^ - xN 
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C^TVT'PEC1M9M itUlNTUM ' j<f, 

XN =Ci = *. J*m ?«• Ct:to;:Cn:aq,rca ^JT.* *^* 

• q,«= — ====; ergo elementum fpttij 1 CX N,f«iktt 11 Cq = — * ^ 

X)/az — 4^4:?;^— 7Z 
cujos Xumma , ut ex fupra inventis num. t. conflat, iu Cffc habet KXN = 

^Sdz\f»^—^x — ie^0:^—zz. Nulla additurconflans, quia fafla^ = o, 

mea KXN evanefcit . Area itaque noftrz eurv* a quadratura cireuli 
pendet. Si fiat z—a^ area KAH invenitur squalis tribus quartis partibus 

femicirculi radii = — ^ & tota arca KFGH zqualis tribus femicirculisejuf. 
dem radi). Quare fpatium infinite longum AMK (Fig.t) cylToidis, cujus cir- 
culus genitor babet radium = — , erit xqualis fpatio integro noflrx curva 
KFGH(r«. 4). 

10. Venio ad rea:fieationem.Xx = Cx-f-CX = xn— X N-1- q N=:m 0 

— MO-+-qN;fed mo— MOsd?:; ergo Xxadq-l-qN. Efl tutem AO.- 
ON:.-qn:qN, five y/T^—z^z — q:: — 4 :==: qNz= 13 ; igitut 

^x^dz -t- =~dzy & integrando K X = -1- * • non efl addenda con- 

* X A 

flans, quia KX = n, quum zzzt; igitur U 8 i» fiet KXH = — n, & 

integra curva intra quatuor angulos deferipta KHGFzsdu, 

11. Problema quintum. Quadrare, & redificare curvam problematis dCap, 

7. iib. j. tom. I., qu* cont netur intra angulum reflum M A N, ( Fij?. s)cu- 
jttS proprietas efl, ut per quodiibet punaum O duaa MN squali dats, AO 
eidem fit perpendicularis. Accipiatur punaum o infinite pronimum O, & per 
illud ducatur mn squalis dats, & jungatur AO fecans M M in t . Elcmen. 

tum fpatij qusfiti erit — ^ quod algebraice efl determinandum . Quo- 
niam in tertio problemate oflendimus, punaum iotcrfraionls X linearum M N, 
mn ablcindcre XNcaMO, fiat XN =MO = ^j_etgo XO=so— aq; voco 


M j 

. q.tf* 

MN=n, & A® = v''e iqe, U t 0= 

q— z X 

Praeterea ob angulos la O,o reaos Sc ad verticem in t squales , erit OAo 
squalis OXo.adeo quet ni ngula AOt,tXo funt limilia; ergo X t : t o,v A O; 


Ot, fcu n — iq; 


— ~z.dz 
% 


V^oq — *q.‘tO = — . Itaque AOo — 


dxy/az^ -Z\ 

4 




cujus fnmmacftqutrtn pars femifcgmcnri cinnlaris ,czifleatcdiarao> 


T«m IL 


L1 


rro 
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. tro s «,& fiou reifo =s «.'Non cft addead&conilMS^qiiia f«gm«ntum KO,k fegme». 
tum circulare fimul evaaefcunt.ScquitarjfaAa folium iut^rumAOFA 

«ITe ad femicirculuffl radii = ut i: 4, 8i quatuor folia in quatoorau- 

gulia pofita cfle cqualia eidem fcmicircnlo ^ feu circulo rad j = — * 

a v^a 

ta. Quadratam curvam, demm operam , utreftificemus. Arcua 


— — . , 

4 da = 


v/, ij: 

Oo= l/bt*-i-ot*= I — 

[ 4 «Z Z\ %y/ tX — T^Z 

Ut hzc formula ad fimaliti orcm redigatur ^ pone A 0 = h, ut fit v/« z z = *, 
erit a—— — \/~ — «*»& d \~ — =====:. Fafta fubftitutioneOo= 


i/'— — MM 

du v^^_ , £]. docttifflua up. la cogoofcea^ formulam hanc a 

X 1 /^ — Hti • 

♦ 

reAtficationc cllypfit unica dependere. Sed non pigeat ^ exponere hic conftra* 

Aionem. Sumatur AZ= — pro femiaze majore, & AHr=-l- pro femiaze 
n 4 

minore, deferibatorquo ellypfis ZYH; tum abfeindatur AK^AOsm , eri» 
gaturque normalia KY; erit HY zqualia arcui AO,& FO = ZY,8t AOF 
aequalis quadranti HYZ, &: totiua folii perimeter zqualis perimetroi demicl» 
lypfia. Facilem demonftrationem ledioris ioduflriz relinquo, 

1 ^. Problema fextum, Curvz cxponenualis , cujus zquatio, exifienta pro» 

M 

tonumero s/, fit f{ — y =y, quadraturant invenire» Quando nulla alia»« 

methodus fuppctit,ad feries necefle cfi confuRtre. Ex num. ij.cap. d. conftat, 
vocato iogarithmo ejus numerum effe z qualem ferici 

/. I -i -+- — — h — ^ 1 &C., exiftente c fabtangente fy» 

« a , I 4 , 

ac a.j.c 1.3.4.C 

X y* X 

Aematia logarithmicl » Quoniam quantitatis [•{-y) logarithmus zquat — /z, 
pro z fubllltuamuf hunc valorpm in ftrie fuperiore , ut babetmus 

X • 

^ * .7 , . * / * .*•*/**. 

=ZtfZ=f,i^- 1 .-f. 

J /c ,* a 

a/ e 

Igitur elementum arez qozfitz erit 






tt t /•♦4 

a.j.A a.3.4./ c 


3, d>^ = f.dH^Ul4h.^ ^ ^ Jfldx/** 


a/* ^ 


r i r* 4 

a.]./ C a. 2.4./ e 


&C. 

&C. Ex 
Dum, 
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flum. 3. ap. $, inveniende funt fiigulvrnoi timinotam fumaattrie he« 

modo 

Sdx «X 1 3 1 1 

Sxdx/x = — X /x — — cx 


Sx*idx/x*= — x^/x*-— — fx*/x »f.^f*X* 

_L — L e 

4 4 4 


Sx*//x/x^ 


S X*(/ X / x^ tx 


J. Jl ,x»/x’^-l: 4 ,y ;-*_i 3 : 4 /^Vx+ii 2 ,V. 

* . . 5 .* s' 

Quam progrcllionis lez fatis pateat, facillimum eft tabulam ad alios terminos cx« 
tendere . 

14. Hos valorrs ita integratos rubftituamus in inventi formula ares, eoi» 
que, prout commodum eft, in bunc modum diftribuamus 


5 / d x=/ . 


x-H — . 
z 

»e 

X / X 1 

x’/x* ^ 1 X^/x* 

I * y‘”* 

• • “t * 

Jc 


' a- 3 ' 4 -S y V 

1 

1 

X 1 

x^/x 1 l X* 

, xVx* 

i* 

z 

i‘' 

~r~ x’ i a 

f c a . 4 f c 

'*. 3 .S*'A* 


. * 

X* 1 x*lx , 

. . x’^;x* 




a.S f t 


f'c 

, X^ , . , . .x^/x 

/* s'* * A 


Hzc formula exhibet quadraturam generalem prepofice formule ezpreflam per 
logarithmos. Verum in calq peculiari, ubi xs/, eJegantiiliina evadit. Etenim 
quum in hoc cafu /x, omneique ejia politivz poieftates evadant =0 , omnes 
termini evanefeunt praeter cos, qui in feriebus borixontalibus locum primum tcii> 


Bcnt; unde proveniet Sjt rfx=//. 1 L -j__! L &t. Series 

" ^ 1 4 ^ • 

I 3 4 s 6 

kzc & elegans eft , & ita celeriter convergit, ut termiaus decimas = 

10 

aon prxbeat nili unam decimam raillelimam millioncfimam unitatis partem. 
Quz de quadratura hujus curve diximus, defnmplifflas «x tertia tomo operum 
Toannis ficraoullij viri celeberrimi. 

. Lia IS. Pro- 
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15. Prohlem {eptiaitai. Qtudraii ciurtin quuti gndut , cuius cguati* 

. Hac praUcna prepaoo , «t difctst 


4 < s s I 4 

r -f-r j.4-»r N 


efl/ =; 

-- • a a 

a . r -f>jf 

tnalyllz vitare gaoua ptralogifmi , io quod facillimon eft labi. Ad folutioocn 
haoc primum ^ffletfaodum fcquutua fum. Qasniam tsadio impura cA, & fflajaa 
*“ r- < iatore,p«r diviGoacm, 


eA eapooeoa fpccici x ia oumeracora, quam in denomioatote, 
Crparatis iategrii^ad param dtducatur boc modo ^ = x-t- 


r —fx 


— • I i 

l.rH-jf . r -H* 


FrafUoois tum a umfrater, tu m divifor moltiplicetur per r — x, m fiat 
t a 

4 = X -i- . Fraftio dividatur ia duas Ua 

t a a a 

»• r — X .r -H* 

r*" *x . 

— fii» vero nuUiplicetur per d», ut jrd« 

» 1 ♦ ^ 

»0 r —5* ^ M Ii 4 , 

•xhibne citaeatum fpitU qajefitl jfrf*gsKdfjf"h— L— u — * lo^ 


a* t — X 


r — X 




rV. 


1 

ultima luftione poae 1» =rar,m oriatur jidx=MdxH — ~ 

1 a a a 
a.r — X a.r — q 


Id- Duz fbrmulz < 




de 


. fuBt elcmaota iirfioris hyperbo» 

, a 1 ’ 1 a ’ 

ti<>: »• r a-v— jv a.i' — * 

-'**'** M*"* tangaBtes autem fuet x,r Sumpta AC=r,def« 

ur Z^uilatcra byperboU, «u)us Mogeo* CB. ( Fig. 6 ) Sume CD = x, 

CE=a= Ar duc ADF, AEG. Notum oA S— = leaorenu 

J. » a 

A f p «• c ^ , a • f — X 

• * ^ "T ia — **^®r**o ACO. Przterca triaogulum ACE = 

r q_ X* 2.» 

T~T* *'*® Sjf</x=ACE-t-ACF—ACG3ACF — ECG. Nulla ia 

iurt^*«*"*c*'*‘*‘*“* “» « «vanefcuflt . Igitur 

ur z propobtz gnadratura dipcudet ab by^toolz quadratura. Accepi x<;r. 


Verum fi &>retx>r, formula iu eAetdirpoaendaSydx = JL-f-S = 

S _ 


d-x 


r^de e , . a.x'— »' 

atque tormolz exfaiborent fc£tor« hyperbolicos datos per co« 


_ a a 
a.z — r 


tangentes x,z. Quare femiaxe A V s A C defcribatur bypetboia STquilatera-M 

VLI, 


r>. 
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VLl, cujus eatsngeijs erit CBK.In bac abfcinJeCH=sx,&CK = :?='iL • 

t, r * 

«tiuc ALK, AHI. Seftor VAlz=S & feaor VAL = 

Jj » » 

«. — r dz ' 




a- a — > 

'7* Hatc •tnnit ■pprime «um Tiritat# cooreatiunt.Sed ad confrairia con. 
Itruaio»** derceadtns immadwiebani » Sjfrf* algebraise obtineri , &elT# «qua. 
lem triangulo ACE, quoties duo feaores AFC, AGC fuerint «quales. St 
eoraa diflerentia nulla. Hoc autem continget quotiefcnmque CD = CE,fen 

* = »«=r. Igitur fi ponatur »=CB = r, quae fiippofuio tri- 

bic *=r; Sjtix «qgabit triangulum ACE=^^; igitur inferebam , cnrra 

proj^fita licet gcneratim babeat quadraturam dependenteffl a quadratura 

Umen h- ^a^ur x — hoc tMicuaii habebit atgebraice qua«^ 
<<iab.l« . De hoc coarf^ario nihil aoibigch:<cD. 

i8. Hoc ut magis magifque confiimaram, ad aliam- methodum me conto* 

4 t , 

, frafiUoncm , ut morif 
quanL* 


11«. realsumpta zqnatione /s=x.-f. 


r — r M 




dA(. ia dius- partitus fum boc modo s = zk -\- 


r 

r »■ 


a.r-i-x i.r H- x 


duxi it in, ufc fieret jtdwsxdx-f- -1. LAI a_ HAJL, Quomam uti»e 

' ’ * r-+-* /-(-X* 

que formula eft logarith miu, ad in ugis e toa B u r- p ra g te di cbar ^qu» dft hajufmo» 

di;,Sp Jx =_ 4. /r^-x-_/ X*.. Non addidi conAantem', qula^ 

iu evanefcit^feaa x=o, prout evancfeere debet. Pone jam >»=r,& inveniar 

Sjfdxz= -_4-.^,/2r — . Qpum ad hanc fornmlam pervenifleok. 

oBAiipui . Nsm quum /ir — Iry/ » aumqusm pofijt effe =«,. fieri non po* 

teft, nt fsAa x=r, Sjrdn fit algebraica, 8 k «qualis quemadmodum tt 

priori nmtbodo collegeram, fed femper dependet ab hyperbolz quadratura. Num 
geometria fibi ipfi contradicit. St aaa methodus alteri adverlatur? 

ip. Obfenrabara,coare£Uriam prim« me thodi a verita te non ii^ alienum, 

# orta fniflet «quatio jrdx=xdx-f-JL , — *^”'** > Nam iu fefta.» 

» r-l-x a . a 
t -H X 

integratione, nt omuit evanefunt, fi fiat xr=e, invenies 
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Si/d)t— —Jr + x — Quifqu* videt r cfli 

fubtaDgentem , / protomimerum fyAematis logarithmici . Jam vero £ic ;r=rf, 
1 

& habebis Sy d>tr= — ^ Quoniam ar:r;: 

arithmetice Var:/f:.'/^^:/^;ergo/ie4-/y=/i^*/fj 
live/ar — /•^4^ — /r-i-/!^ = e; ergo S/dx = —. Curva igitur licet uni- 

J J * 

verfaliter habeat quadraturam dependentem « quadratura hypcrbolz, tamea 
unicum fpacium retpondens ablcihz x = r habet algebraice quadrabilc, & z« 
quale dimidio quadranti rr. PuR hanc aniffladverGonem dubitavi piimum,me 
in calculo faciendo errorem admiGfle, led iterum iterumque inftitnrns diligcn- 
tiflime calculum, errorem deprehendi nulium .Quare quomodo fe xes habetet , an» 
ceps, 8c incertus hzrebam* 

20 . Inter has dubitationesomnladiligentlllime infpiciens ,obrervavKotronvi 
que (ciiorem ACF, ACG evadere inGnituffl,G tara CD, quam CE evadit 
=zr. PoA banc obfcrvatiooem fufpicatus Ratim ium, differentiam duorum Gi* 
dlotuminGnitorutn, licet relpciluiprotum Gt ieGnitefima , tamen poRe eBequantU 
tatem Anitam. Quod G accidat, Gne dubio paralogilmumcomfflittit^ui eam facit =#. 
Qjid eveniat in re noRra videndum ell. Sume CB = r, & duc , ac produc 
AB, quz erit afymptotum hyperbolz CG F. Accipe ioGniteGmam Bn = /,ut 
Cn = r — r. Fiat ut CB.*Cn:tCn.'Cm Cve r;r — /vr — r:Cm= 

Z1 — = r — 2 /, «mlflis , qux terpeAu r inGniteGma funt; igitur 

Bm = 2 /, & nm = r. Agantur jam Anq, Amp. Quzritur quinam futu- 
rus Gt fcAor pAq, qui eil differentia duorum fedorum A C q , A C p. Facile 

eft probare, poGta -CD = x , fore reflaffl AF = Fiat jam 


CD = Cn=i’ — r, &: proveniet Aq = 


ry/ trr — arr+rc 


V^rr — X X 

ry/7 


— — =:,qu*in- 
V/ 


y/t rt—tt 

fin ita eft. Similiter f afta x=zCm=r — tf, invenietur Ap= 
rv^arr — 4f/-i-4rr ry/r ^ ... . , . „ . . 

— — — — . Quare A q : A p erit ratio finita , & cadenu 

yjxt ^ 

«c ratio ^a.*t,& ipfanim differentia = — =; . — =r-. Centro A intervallis 

y/$- y/% 

A m , A p defeributur minimi arens mo,pr. Triangulum m no eft Gmilo 
AnC, quia praeter angulos rciios, habeot communem angulum ia n; ergoc- 

xit An.'AC.*.<nm:mo, five r^/2;r:;r;mo=-4:.PrgtereaAm.-mo. Ap:pT, 

r- .— e fyjr V Vr/ rr 

uve f«^a; — :: tpr = - — = .Igitur 'triangulum Apr= — 

Va /ax a»^a iyjxt av/» * 

qned 
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^uod fiaitum ed. lafaper dufta ze&t pq ioveoietur truogulan A pq = 

— :r^ . , quod pariter fiaitum ell ; erg» feftot A p q , qui me> 

i}/ 1 »v/» 4\/ * . . / , 

dius eft later duas quaotintei finitu^ finitus erit;atqut ade» omitti oon.po- 
teft differentia duorum feflornm, qui habentur fada x=o. Itaque fi unquam 
accidit, ut in iormula fefc offerant duas quantitates infinitz, quarum difileren* 
tia capienda fit, difeat analyiia ex hoc exemplo, eam differentiam non ncgli- 
gerc,nifi prius probet,^ eam effe minorem q^uacumque data relate ad quantita> 
tes finitas. 

ai. Sed quaeret fortaffr aliquis^ ut determinem quintitatem finitam zqua> 
lem diffirent.z duorum feftorum ACq, ACp, {Pig.j) feu feitorem Apq. 
Centro A radijs Ap,Aq defcnba arcus circulares ps,q u dcfineotes in alym* 
ptotum .Confiat As = Ap,Au = Aq; ^upra probatum efi A p ; A q : : i .• y' t ; 
ergo As: Au.'.‘ I tv/s. Piz erca peripituum efi , quidrilaterum spqu zquare 
fedoreot Aps. Ex vertice C in alymptoium duc CD normalem, ur AD=: 

Ahfciade \ E = r,& duc E F parallelam C O , demum redam A F. Quo> 

V* r - 

aiam A D:AE:,< — :i;r i.V»». AD:AE:.* As^A n ergo ex natura. 

y/a 

hyperbolz fpatium DCFE=spqu; fed primam aequat fcdoreni ACF, f«. 
eundum zquat ledorcnl Apq.* ergo ACF= Apq fcilicet differentum duo« 
rum ledorum infinitorum. H s pofitis,. facile eft determinare tangentem CG . 

Nam ex natura hyperbolae EF = -^ ergo AF = -^ v^SJ vocata CG 


. fi/rr-Hxx Vy/ 5 ry/rr 4 -** . , 

=Xi,eademAF = -i^=rr >• ergo — — =ZL,= .auty/ » .«/rr-xx— 

y/rr— XX. ^rr — xx ^ 

sy/rr-i-xx, five s rr — = & * =— , 

ergo difercotia ledorum infinitorum, zquat fcdorem,. cujos tangens eft pars 
aertm femidiaractri hypcrbolici ► g j 

X _ V _ •' . • 

aa. Quod Si. in formula Sj/Jx— H S r— — ~ ^ ; r» ita 

X. 1 * 2- L 

».r — X. 2,r — ^ • 

daretur * per x, at fieret * = *,- polita x<r, tunc quidem licet Sitdx g#. 
neratim dependeret ab hyperbolz quadratura umen unicam valorem baberet 


algcbraicc Integrabilem . Hoc autem continget, fi fuerit 7 ^= , exiftente 

«> 1. Nam tunc fida = erit quoque — • Quum autem in hoc 
cafu fedores proveniant finiti, eorum differentia non. poteft non eff» minor 
quacumqut data: ergo> fada x= fiet Sydx— — . * 

aj. Problema odavum. Quadrare-, & rediffcarr cuivim, quz genentur, 
fi ex quodlibet pundo A circumfcrentiz circuli AOC ( F/,?.*) ducantur infi- 
«itz AOP,8 e abfeindantu ubique OP zquales datz.De hac egimus in Tom. 

». lib. 
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k. Itb. 3. BBVo 9« Cap. 7. Per eentnun eircQli B agatur A D , 81 vacetur 
AB=i(, CD=a^. In angulo infinite exiguo agantur dux AP,Ap, qux 
4«c«Bt circumferentiam io O,o. Ducantur CO,C«, qux fecabit AO ia m. 
Demum OP dividatur bifariam ia V, & centro A d eferibantur minimi arcus 
Vu, pn. Sit C O ergo mo = da,&AO= ^/'4»« — & A V = t 

-1- yj a —X z . Quoniam AO:mo:;AV:Vu babebimus ^ ^»» — zf.dz 



‘XD dZ 


-i-d7i. Elementum POop per regu» 

— i-xiJz, feuCDPO = i-S. 

fummatoria ita capieoda^nt, ^ evanefeeate, tvaaefcat . Ad 


■::t + ^^»d—zz:Vz-. 

y/ 40 S—^\ 

lam centri magnitudinis fiet = 


yj^a*—XZ 

Aanc iummatoriam inveniendam adverte, fimilia ede triaagnla mOo,OCA; 
ergo OA.-AC:vom:Oo, fen }J^0a—zjz\\0'.\d\^Oz— 


•ergo feAor OBo=‘~ 


tdz 




; St integrando, ut par eft, S ■ 


V 4 • • — zz 
zad\ 


^/d•-zz^ 

duplici feAori CBO; ereo ipatium quefitam CDPO xquat duplicem ftAo* 
ixm CBO dufium io — , & duplex triangulum COP. 

a M 


aa. Applicemus formulam hanc cafui peculiari, & oflendamus caoflenera, 
qux uiurpanda eft. Sit i — ». PerfpUuum eft in hoc ctfu fpatinm COPDel* 
Je aquale duplici fefiori COB, 8c duplici triangulo COP. Per puoAum A 
agatur AS taimeos circulum . Spatium DPGAOC claufum inter femicircum* 
lerentiam A OC, inter curvam DPG, & duas rcAas aquales CD,AG xquat 
duplicam femicirculum AOC, & duplex triangulum GAC, fen quadratum^ 
AC. Haftenns nihil difficile init applicare formulam. Verum quum pun^lum 
O procedit ad alteram partem circumferentia in a O , & P in aP cavendum 
eft erroris periculum. Promoveatur sOaPin aoap.Si quxratur fpatiumAOG 
CaP, bnic nihil additur aliud, wam elementum AaPap/ & formulx additur 
fpttium aPAap, & demittur aOAaor ergo duplex fcdor rotier femicirculo 
S C O a O fimul cum duplici triangulo a O t P xquare dtbet fpatiuiiL.. 
CDaPAOC, deumto circulari fegmento AaO. Itaque fi punftum aO pr<^ 
■rodiainr nfque ad C, quum fegmentum fiat aquale femicirculo, & CaO = e, 
£ct fpatium claufum a femicircumferentia, a tota curvi APD,&a re£IaCDa 
dempto femicirculo AaOC, xqualoduplici ctrculoy ergo idem fpatium aqua- 
it quinae femicircuiis. Hac cautio fufficiet ctiim in omnibus illk cafibus, io 
quibus C D>C A. 

aj. Ut modum difeamus, quo trafiari poffunt cafus , ubi CD<CA,(Prj. 

? i. ) ponamus CD = e. Curva tqgrodietur circulum, & intra ipfnm faciet ib> 
lum, cu)us dimidium eft A 3 PB. Accommodetur A 1 = A B,& jungatur Cl. 
Qjtx difla (unt numero fuperiorc oftenduut fpatium claufum inter duas curvat 
COA,DPGA aquale duplo fedlori majori femicirculo BCO AI, fimul com^ 
egmtoto lAj & duplici ttiangnlo AIC. Quare leftat, nt quadrtmns folium. 

EaiB- 
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Eamdem ncthodom ufurpantei againui AjPjO,A|P3o io tagulo iofioiu 

■cnto. Invcnicraai fpatjamsOsPipjorarfs^ \ — p — — =r= Tocata C a Q 

= 2; feu rntegriado, & ponando babcbinnis fpatiumCBjPAIC 

■=.»aJ\ dempto dimidio feaoris CBI; fen duplici triangulo JCI A dempto 
dimidio feaoris CBI. Quare folium AaPBatqoabit fpatinm CAladditodi- 

midio CBI.dempto duplici triangulo CI A , fen C B I, dempto triplici 

triangulo BIA, feu tribus feaoribns BI Ademptis tribus triangulis B IA, feu 
tribus tegmentis AI. Hifce determinatis omnia remanent determinata . Eam» 
dem methodum io reliquis cafibus fequere. . 

x6. Ad reaificitiooem obtinendam opportunum tit denominare AO — o, 
— uJu 


y/^aa— 


uu 


( Fig. S. ) unde CO = ^'440 — »0, & ejus differentia mo = 

^ — U 3 U V . ■” d W . 1 t“IS 

atqui AOtm 0 ;:AP:op feu st; ”P " 

— V 4 nn— no 


„ a 

Patet nPacmO=du; ergoPp=— d u ~ ~~ — 

j d^m 0 Ji •• 



xdu^Ja ^ ^ 


— J. S- 


. Appofui Egoum — ,qnit 

^4dd — uu a-\-u .d i<* — “ , r c 

arcus DV, quem inquiro, crefcit decrelcente rea» AO,8c viceverla. Forma» 
la, ad quam pervenimus gencranm^ dependet a reaificatione ellypfu, fed i^ 
hypothefi, ubi A= n, «ft algebraico i n ie y fci W a ; piu*«uit «rim-Fp = «v/ n, 

' , & integrando DP = 4v'<«* V *a — ui nulla additur conflans, quin 

a * 

f^an n = »«, evanefeit. Si fiat i» = o, proveniet artus DPG= 4 n>/». 
Deinceps AaOnn evadit negativa, & formula exhibet arcum DPaP, ita.^ 
ut dum fit «= — a 4 ,totusarcusDGAproveniat = 8<i,quare arcus AaPG=^ 

4« • » — >/»• , f ‘ f * Asa-^f t 

27. Ad evolvendos eafui alios fiat a« — t» — — , — - — — — w » P** 

. • • m X\/ a. v/i 

quam fabHitutione m in hanc muubitur aquatio Pp= — y= • 

’ 

dtl 1 


^84« — $t 


>, quam in hnne modum placet exponere. 


Tam. iA 


Mm 


PP 
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dt\ 


V^I #4- 8 — 


tt 


-. Hu}h(m fbrmnlc integrationem obtine-' 


— ii 

ri rcAificata ellyp fi ei c t|t. t». cognofeimm. Conftr uftien em exblbeamas piucit. 
Accipio FE = 4.«4-^, EH=^4.« — feo 4. b — j, prout a erit lutniao 
jor , aut minor quam i, & duobu* femiaxibua EF, E H (Fig.8, 10 ) d eferU 

' b r . ^ a • It -4" b 

it ’ 


bo ellypfim FLH; tum abfeindo. EI =sr — 


s a . e 


\/c 


- \/ia,ia—u z= — y/aie — «,& ordino IL, erit arcus DPac> 

^ 'J * } 

qualis arcui H L.FaAa »=;e>,abfciila Eltranfibit inEM=a \/a. »-¥b ; ergo arcua 
DPGaequabit arcum HN. Denique pofitOM=— «au, fiet abrcUTa £1=4. a-4-d, 
hoc eft at^alis femiaxi FE; ergo curvx integes arcus zquabit quadrantem eU 
lypticum r N H . Hzc conftrufiio mtxime fimplix duo docet . Primum fi fue- 
rit a = b^ eranefeente fecundo ixe EH, eliyofis coincidit cum primo axe FE; 
ergo curva euadet algebraice rcAificabilis, quod fupra per integrationem preba- 
trinaus: Deinde vel fit vel dummodo differentia nteadem, eadem 

nllypfit arcuum quantitatem defigoat ^ qui proinde aequilesfintneceiTe eti. 

aS. Si fuper circulo AGO ( Fig. 11 ) cujui centrum C conftituatur x- 
qualis circulua OM, cujus centrum B, & in ejus diametro vel prodefli, vel 
■ 00 , fumatur ponAum D; tum circulus MO rotetur fupra circulum OG; aj» 
n pun^ D deferibi quamdamepicycloidem protraflam, aut contradi. m, quxea- 
dem efl cum curva, quam in hoc problemate confideravimus. Hoc autem do> 
snonftratu non eli difficile. Supponamus circulum rotantem pervenifie in locum 
G aM,cziflenteejus. ccflteo inaB,& pundloOin a 0,erit arcus G aO= G O. 
Ducatur per, centrum a B diameter aOaM, lediaque iMaD = MD,erit 
puodium aO in epicycloide; centro C intervallo B Ddeferibatur circulus N SV, 
conjungatur aDV; jungatur aBC, qux tranfibis per puodium G;ajo aDV, 
a.BC efie paralielas.* nam produda xOaO in F* liquet aOF=:OF; ergo 
aBF = CF, fed a Da B = C V;ergo aDV, zBC (unt parallelz. Agatnr ra- 
dius CS‘ hic efi parallelus aDaB, quia anguli aD, CSV, utpote ambox» 
quales CVS,funt xquales inter fe;ergo a DSz= xBC, adeoqueeonfians . Igitur 
pundium xD eft in. curva, qux deferibitur, fi ex puodlo Vducantur innniix 
ySaO, & abfeindantur SiD xqualis datx aBC, (eu BC. Quapropter ha. 
iufmodi epicyclois coincidit cum curva ooliri problematis . Per regulas vulga- 
ris^ algebnx lacile efl , curvam uno modo defesiptam , altera qnoque modo de- 
Eribere,(eu, quod idem efL ex datis, qux habentur in una dcfcriptione,. data 
determinare , qux- altera deloriptio expofeit. 

ap. Problema nonum. Quadrare, & rediifitare curvam, cujus proprietas efF, 
at ez pundlo dato F{Fig,ix) dudba qualibet chorda FE, eique perpendicula- 
ri E H definente in rc3am pofitione datam FH , fit ubique EH=« datx. Ut 
formulas eleganter determinemu:, centro F radio FB = a = EH deferibatur 
circulua BAC, quem FE fecet in Z.Ptr Z agatur Mogtns circuli KZi.Hia 
poritisellFE:EH:.-FZ:Z!;fedFZ:Zl;.-K£FZ;ergoEF.EH:.ICZ.:FZ; 
canfequentea xqualu fiuu; ergo etiam aacccedcnies,fcilicct F£,KZ,quz vo« 

caii- 
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CJTVT DEC1M9M 1L91NTUM ijy 

•cntur=x.Iatiigulo infiaitefimpcumFEdncaturF zt,quzf«cttE Hia b.Quo^ 
aiim K Z =x cft tugens arens B Z, erit hic arcu = S — ■ ■ ; ergo ejoi elemea» 

iumZz=-i-^.AtquiFZ;Ze::FE:Eb,feua:i-^;:rf.Eb = -^^ . 

i*' 1»’ 

« -+-* M -H« • 4- * 

ergo are* FAEZF elementu m, hoc eft F Ee, five 

tj » , 

FEb= — . — — — = — . d " — — — — , k integrando fine additione con- 
2 I X a * , ‘ 

' s 4-* 0 4-*» 

tt » 0d K 

flantis, que non requiritur, — _S .• atqui — przbct triangulum. 

« 4 S ” * , % 

. 0 4-x 

, FZK, — S-^ dat fedlorem FBZ; ergo area FAEZF zquat difieren- 

0 - 4 -* 

tiam trianguli FZK, 8c frAoris FZB, feu zquat trilineum BAZK. ' 
jo. Eleganti calculo inventa eft quadratura, longiorem pofeit reflifiemto; 


Quoniam inventa eft E b=- * — — , 8c be=<d* •eritEe = d*^ — 

XX ___2 

0 4 -* X 2 

Ut formulam banc reducam, utor fubftitutione — = a z « quz formulam 

in banc convenit rfzl/i -f-—— = — i/k* 4- — . Ut arceatur dx. i«- 

4 * 4 , 

venienda eft x per q, quod pr» «at resolu tio zquationis quadraticzxx— axy 
— — tty quz dabit x = q 4 y^qz — e 4. Ez hac docemur, duplicem valorem 
x refpondcK cuicumque z. Quare opportunum erit in figura valorem zdeter» 
minare. Quoniam eft ZK;FK:;FK:KI fen xty/x j.^xx;v'444-**:Kl=3 
f .- ~*1^* = 2 Z. Agatur FA dividens bifariam angulum tcflum BFC, qus 

X 

tranfibit per interfedionem eircali BAC, & eurvz FAE, qoia ob angalum , 
femireAnm AFB tangens arcus BA zquaiis eft radio. Fac angulum AFO=; 
AFZ, & linea FD produdla fecet circnlnm in V. Manifeftum eft tangentem 
cirenii dudam per V terminatam ad reAas FB, FC asquare KZI. Quarcd u. 
plex X , quz refpondet eidem q.erit FD,FE, quarum prima =z — t/zz— «x, 
altera =q-+-AK--*- , 

31. His determinatis, quz elegantiam non mediocrem conciliant, necefiTa- 
lium eft advertere, arcum minimum E e, p rout eft elementum arcua A E cz* 

>9 41 

primi quidem per formulam — K^^4- ** minimus Dd, prout 

eft elementum arcus AD, debet exprimi per formulam figno ^aSedam ,nem> 

Mra a pe 
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LltEX TRIMUS 


per — — * Nudc vero prefeqaens calculum, differeatio equa* 

^ 1 

tionem x = 5 dr /»*—««, &> invenio dx = </a ± .Q.ui valorfubfti. 


y/\Z-as 


d / "T^ dzl/\z-\- — 

tutu* in formula reftificationiidabit— k — = ^ • Qu* 

K. 4 i/sz — 4X 

difla funt fatii demonflranc, quid fi^nificet fignorum a mbiguitat. Namque e< 

Icmentum. Eer=— yz^-h — -* — — i contra, elementum. 

4 y/zz—sm 


dnl/ 


S^-+- 


4- 


— » Anguli infinitefiml EF e. 


Dd=— — ^ 

^ 4 yJzZ—»» 

Q F d zqualci fumcndl lunt ^ Ea. bia colligimus ^ differentiam arcuum , hoc cft 

. adql/^^t — 

Et— Dd = i-3 yzz-i- —;fummam vero nempe E e-t-Dd= -1- 

^ 4. — i> a 

Quare iafia integratione erit A E — AD = S— — , qu*. a folt 

*■ 4 


%d7^]/^ZZ-h — 


quadratura bypcrbolse dependet.. Przterea AE-t*A-D = S 

y/ ZZ— aa 

Iffz fummatoriz ita accipiends funt,. ut fadta q = v = evanelcaot, 8c ni> 
hilo zquales flaot.. Hoc. adverte, non polle effe led ab a ufgue io in- 


finitum augeri .. , . , , da TTu 

ja Jam vero pet Mgaritbmoa integeemoa formulam — Kza4- — , quz 

,zdz 


— dz 


ita erit difpoaenda • 


-4- 


J/za-l-~ a j/^a-l-— 


^ ' 4 

. Prifflz formulz. fumma =s 


'J S/ ita enim evanefeit, polita q = 4. Ut fecunda ad lo- 
4 * / 

garithffloi reducatur, adbibenda eff: fubllitutio yi 

in hanc mutatur 


aa-f- — = .»,& formula 
a 4 

^da JLda -Lda 

-5 ,quz refolvitur in hafce duas.! — .4 

* ' - 4 




a 

a a 

IRz 
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CA7VT "DECIMVM ^INTVM w^h 
Illz, fi integrcatui ia fyftemite, cujus tim fubungens, q usni proto nuinena 

■ » \/ S ~4* s 4 * . 

» 4 a 


= ^. &cntl-L.)b^ 
4 4 Vs-t 


fiuia pofito. ?!,= <*» oritur l— — o. Igitur AE. — AD_S — 

4 ^ 4 

^ 

1 V/^2-+- — — « \Zs"i**i — • ^ * 


4 . A-t V^zz.-‘-^- 
4 


4 

X. 


y^zz-\-— 


}). Nunc, me couvert» ad formulautidz - 


yj zz- 


qu* per- arw «1» 

- _vT 
~ »• . 


lypticos , & hyperbolicos. integratur^ Polito femiaze majore G M 
( Ttg. II, 1 } ) &. minore , defcribe ellyplim, MN, abrcinde GR. 

Scdetermin a arcus N Q,M Q* Deinde fe Aa G L=— cum: femiazibus. 

G L, G N defcribe hyperbolam LO , accipe abrciffim G Sr; determina 

xy/\z—*a 

arcum LO. Non curat conRantr, aquantpauIlo infra determin^bimua, inveniemus ex. 




cap>iam^o.S- 




1 

t 5 4 g- 


j 

I <5 

4 _ 4 a 

Q_M(i — - LO,, five negleAa quadrante el|yptico,.qui conftans eft. 

^ 

S, •’ NQJ- 

4* id 4 4.1/^?^^-+"— *' 


♦ r. ? - 


denda eft ejurmodr conftans^^ ut faAa z== 4, omnia evanercant. Verum pofitz 
g cum quantitas algebraica, tum arcus LO evadit infinitus ;.quare quau* 
titas. addenda exprimeretur per differentiam duarum' quantitatum infinitarum.. 
Hoc incommodam vitabis utens artificio, ut determinatis arcubus VO, V Y, 
quorunt differentia fit reAificabilis algebraice, po arcu LO opportune fubflU 

tuas arcum LY.Hanc ob rem feca GT=4 i— „ tumGX = 

— , 4 *Vs 

habebis £y _i;±i£ £ - 4 , »4- = V O - V Y ; igi- 

Zy/S ty/ZM — 44 tUt 


4- 



•7f 


i. It EX, T%IM9S 


4.H-v/s+iLV-LY = L0. Ptr«a* fubftitBtione, 

% yj *Z —4« 

fiftoqae cilcalo pr ownitt 

— . — - _____ 

• 1 _ Livir. St v-i. 5 


Jzz- 


LLV-+-L 

%y/ • 4-4-4 zz ^ ^ * 4 


LY. Ejufmodi quantitas addenda eft, ut, faAa z = d, omnia cvauefc.int ; at 
qui, fada ^='>, evanefott quantitas algebraica, N fit quiidrans «llypticu^ 
Xc evane fcit i-Y.; igitur formula ita erh enuncianda 

s !5ll^=AE+AD,F*...)=-i^"+'l!tH5.iLT = . 

V^a— « 4 * * 

1 _L MO-t- — LY. Determinatis ita«onflantibus adverto. boc 

cquacioosm habere incommodi , quod faat z infinita duplex infinitam ha* 
beatur, nem (>e quantit?s algebraica , & arcus LI . Qu re iterum pro LY 
fubdiiuamus LO, qui ia£fa q infinita erit duIIus. Habebimus iraque 


A E 


A D = a . 


ga + i6z 


— — • i^}/s -i- S h V — 

4v^zq — a-h^^z 


.1- LO+ -^MQ, in qua fi q fit infinua, fola quantitas aigebraica infinita 
a a 

nft, evanefeente LO, & degenerante M Q in quadrantem ellypticum. 

t 4 * Quoniam tam fumma quam difierentia arcuum AE,A D inventa eff, 
liquet dari arcus A E, AD. Verum non debeo omittere determinationem ar- 
cus A F . Hanc eb rem primam zquationem deme ex fecu nda, hoc efi difii». 
fcniiam ex fumma arcuum, &, iovenica a A D = — V^ 44 -f- 4 zq 

H-». -=i^'4S==+vl--|-4.TT75-w-^-.^. 

♦ygg — 4HoV^44-f-4^a * 4 .^5 — I 

^ / «4 4 

y 

. — * ■ 4-sJ*V — MQ., In hgc formula licet du« 


quantitates algebraicz, fajta z infinita, ambz fint infinitz; tamen fefe de- 
fh-uunt, quum earum differentia non finita fit, fed infinitefima, ut mox oflen* 
dam. Reliquz omnes finitz funt. Quate contraAis terminis inveniemus 

aAF=z5 4— J.4v/s — »/— ■ -LmQN. Nihil jira 

reliquum cfl, nifi ut offendam, differentiam duarum quantitatum ^ 4 4 - 4 - 4 ^^, 

94a-t-It$ZZ f a. '■ e ■ ^ ■ , 

“ ~ > ‘**t* S mfinitt non .fed infinitefimam 


♦ ^ 44 -f- 


dTe. 
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CJ 7 UT VECIMVM n^INTUM 

. i ■ j-f (»«-f-4ZZ. yjzx, — »» 

cfle. Qaantitates duas ita difpono ■ ■ .---— — - - > ^ 

v/4 4+4^^.v'«^~<»‘» » 

s . — - . Pono, cxtra^a ndice, yjzz—aa—z — ; termii 

41 / 44 + 402 . 

aot reliquos oegli^o, quU in fo font infioiteliniarum ordine, quem in calcula 
negligetc oportet. Prima quantitas mutatur in hanc * ^ — 

^ ^44+4*^.v/zO— 4 * 

4 ?;'— 44 * + — 4 *’+— 44 ^ 

— ; atqui: altet* quantitas — - — ^ — ; 

\/4 4+4?;_*.V''**~‘»4 y/44 + 4 ^ *. V^* 4U 

4 




ergo, hac a prima dempta, differentia fit 


^ 4 4 + 4 * * . * — 4 4 


■■ , in qua a. 


mittenda — infinitclima refpedlu— * sj. / atqui ' ' ' ■ n i: ett 

4 4^«4+4*?.^:<.*-44 

infinitelima , quia in divifore x eleeatur ad fecundam poteftatem , ia num» 
rarore. tantum ad primam ; dificrentia' itaque inter duas expofitas quantitates 
ntgebraicas infinitclima eft. 

,j 5 . Problema decimum. Quadrare, & redificare lemnifcatam. E> lib. 
Tom. I. cap.ii.n. 10 . conflat, vocatis C M = x,M L = y,C B = 4 ,( F«g. 14 J 
lemnifeat» CLB xquationem effe xx-\-yy — a'</xx—ijti. Quoniam h*c z> 
qxiatio. tum quadraturz, tum rediificationis formulas implicitas exhibet, pro' 
pter.'a ex ea iemnircatz zquatimicfn inquiro relatam a d focum C , hac snetho- 
db utens. Excito CX normalem , S sttjnaieto C b , k cifhtTo C deferibo qna> 
drantem XYB; ago CLY, cum qua minimum angulum faciat Cly,&cen.^ 
Pro C radio CL deferibo minimum arcum Lm. Voco arcum XY = j>, e)ua 
elementum. Yy = d^, fumo pro finu toto CB = 4, & denomino C L = 
ej.ufque elementum ml = dq. His pofitis zquatio provenit zz=a^xx—i/i/^ 
•tqui *.-x.-.-4:fr.^, z :y :: x:Ce.x ergo z = - — - — ,ji= i— — 

igitur q*=*. V^Jc77 — Cc.z , fiw q* =Jc.y» — Cc.m ;quz dntsprsB* 

a X 

bet aequationes, nimirum * » =a^Jc.z — 44,q* = 44 — a.Cr.f* , ergo- 

Sc,f>= - yC c .-M — — * " — » Prima ex his differentieturdf c.«»= 

s/a s/ a — ^ 

zdr . dxCc.M df>y/ aa -^z . „ 

— := — ^ atqm rff c. x-- = — =r^ i erg» 

^».v /44 + a* * a ^ z. 

zdxj 


^ feudz= , fed 

0y/z y/i.}/aa-i-Xi_z ^Sd — zz.^sd-f-^z *:dx> 
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•zj* 


yj »» — ZZ.iJ \ 

fitis elemeotnm «rex CL 1 = ' 


^dz 


X dz 


yj aa—\z,'^ 


Hispo- 


y/aa—z\.^»0-i-ZZ . y/ * * 

— : « —K 


z^dz 

— ; erg» 


Integrando area CL = y? 

«a 


j//- 


. Quoniam pofica ^'=0, debet area e« 


vanefcere, fiet ergo Tegmentum CL = — — in qua, fi 

4 4 4 

fiat C L=CB = a, totum Tpatium lemnifcaiz =~, hoc eli quadrato di« 

4 

nidiz CB. 

3d. Alio modo quadratura determinatur. Quoniam inve nta eft 

CL=: — C c.f ,&e ftCY;Yy,fena;diu;:CL=l^c./. — Cc./. : 

j/ a a 

£ m as , erit elementum ares = 

X a 

a a 

daSt.tt — daCc.M .daSe.M .d/tCc.M t« , 

■ , — • atqni = — 4Ce./<,« =aSc.Ml 

2 a ^ a a 

CL.Lia — Sr.M.dCc.M — Cc.r>.dSe.ii - . , , 

ergo — j&integrando, Tegmentum 

a a 

CL = ^ — Adverte, IcmniTcatam in punJlo C facere angulum 

lemireftum; «rgo in hoc punAo Xc.,^— Ce.M— — ;Ted in hoc punflo arca 

a a ^ a a a 

debet evanefeere; ergo Azi — ; igitur vera quadratura Tegmenti CL= — — 

— — ^,qux,fi^ cvadatquadrans,datfpatinmCL B = — , «t antea. 

37. Venio ad rcAificationem . Quando ta\ = dz inventa «fi Lm =3 

; , iuile efl invenire IcmnlTcatm arcum diredum 


Zdz 


^ aa—zz^'^ an-i-qq 
CLaS— 


: ; inverTum vero BL =:S- 


— 


l/a +2 . j/a — 3 ;^ |/a 4 - 2 .|/^a — \ 

Formulz iftx integrantur per rcAificatlonem ellypfis , & byperbolx , atquo 
«X methodia tr^itis hxc «riiur conftrudiio . Perpendicularia C B cxci« 
tetur CAzea^a, & pofitis femiaxibus CA, C B ‘deferibatur eliypfit A D By 
tum pofi to femia xe CB delineetur hyperbola xquilatera BVO , abfeinde.^ 
C F =; y^a a—-^ a • r/ a , cui lelpondet «rdinata FU = CG = 2, & determina 

ar- 
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«r»a BD. Dciadc tbisiad* A dttcraiM «nya BO< 


-•V* 


a^% 




Habcbi mus BLaS-= 

<»« — ** * 

BD + BO. Qnoniim omnia cvanefcunt fiAa * = «•• onlla «ft addeada con« 
flans . Rediificatio bsec IcmnifcatB hoc habet incommodi , quod fi puaibim l, 
valde accedat ad pooAnm C vel maxime augetur, tum arcus BO, tum ^uan* 
titas algebraica, immo coincidente puoAo L cum C ntraque evadit infinita-. 
Remedium in fupeuore problemate ufnrpatnm huc quoque cft transferendum^ 
nimirum determinaidi funt arcus V O , V N , quorum differentia fit redlificabt* 
lis, & pro arcu BO AibHituendus efl in formula arcus BN, haaa ob rem ab 

ficinde CTseKi4--=:« & deutmina arcumB V.^tumfeeaCPa .—fLl 


1 




A determina arcum BN. His pofitis erit 




t/ea— : 


3 a 


•a. V^a-f-iaYOT 


3 ^aa— 3 3 

VN = BO-t-BN — aBV. Itaque opportune fubflituto Is fuperlore stquatJ*» 


■e vslore arcus BO, ptodibit BL = S 

— y/ae-<-;^a >.^3 3 — ^ 0 S ,/m s-hTjr, 


i ^aa— J ^3 


Vaa-f-SiC» 

3. v^a+i +BD— BN-f>aBT. 


^ 2( x/a «-f-g 3 


a. ^a 1 "I" B O — B N *!-• aBV, 


y/aa—T^t 

3 ». Fiat nunc i^ = o, 8c obtinebimus quadrantem lemnifcatc BLC±= ’ 
— a.%/a-i-a-t*BDA-^aBV. Demetar ac- h m m m q uatiw i bpe ri or i A orietv 

CL = S * = ~^^* ^±^.4-AD-4-BN. In faic B 

y/uji ~-aZ \/aa— qx 

liibftituas valorem arcus BN datam per BO obtinebis CL = 


aVa 


, -f. 

^/a j-f-3^. v^«a — '33 ^ t^a*i e — 33 


AD— BO-HaBV=: 


v/a a 4 - 3 q . y/a a —aq 


• a* ^a4“ i4"AD— B04* 


sBV. Si fiat a orietur quadrans lemnifcatz CLB = — a« y/a4-i ;+• 
ADB + aBV. Hujus, & fnperioris curvx reAificationemdefumpfimos ez Vin* 
ccnttj Riccati litteris fecunda adMarifaottum,& ad Faotonum, quz edite funt 
in fecundo Spnfculorum toeao, opnfculo fecundo. Si autem integrum hoc opn> 
fenilum perleges, quam utilitatem habeant arcas ellyptici,& bypcrbolici, plaaiuc 
cognolces. 

3 p. Si quaereres per bindhoncm folius «• lemnifcatz reAificationcai,iucom<i 
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probleaacc 4 emeitftrara fuit, conltattloraiulaiii ia^rentam depeausce a K6l>6cap 
tienc eliypfi»^ 8e hyperbole. 

40. frobicaa undecimuia. Re£lificare, Je quadrare epHyc!oi‘ 3 >'$ om:'es,qus 
geaeraatur » puoAo accepto in circumfereotia circu’i rotaoi:»’fii<»i-> alium tir- 
cuium. Circulus rotaot fit TNQ, ( Fig. ij ) cujus du'»effr Q. T ; circulus, 
lupra qurni fit rotatio, fit VL, cujus diameter RG; punrium lur-iim deleri* 
kew fit N ; & arcus curve deferipte FNL. Orculut rotans orom aveatur ii 
pofit.oncm lofinite proximam RMP, cailleete iofiaiicfimo an*,ulo P 4 Q_e(f> 
Ao a diametris tranfeuotibua per contadus.A diametrerum Q,T , PR «-x 'mic 

*d pumria N, M, in quibus cpicyclois a circulis fec.iur, aganiu: re* 
nx Q.N, TN, PM, RM St ccotro A intervallo A Pdeicribaiur arcus P(^ 
euarmitum eft trian^a'um PXQ,, in quo aogalus Q P X eft iafimr- limus , au* 
guli veto ad bafim fioUi fuot; ergo PQ, PX xquanmr . Siuaili mode 
•tirndam arcum R T equare minimum arcum circuli Q.N T interceptam le* 
Stt punrium r, & relitam NR, fcilicer Th. Preterca arcus curve M N co> 
funditur cum cb>>rda QN produlda. Nam quum Th non diflerat ab R T oi6 
quantitate infinitefima recundi ordinis, erit in primis Rh quaniiiasinfiniiefima 
ordinis Iccnndi, & Nh uon difTcrtt ab R N nili quantitate infinitefima (rena* 
di ordinis, adeoque chorda Niw& per confequens NR non diflferi ab M R nifi 
quantitate infinitefima ordinis Iccundi; igitur angulus M NR, adeoque ettret^ 
ugulus MN T non dilTirt a reitn/ directio itaque red* M N non differt ■ 
■jrenione N Q, Tandem duda RO parallela N T,rrit arcus ZN equalisTh 
eb arculum lecundi ordinis interceptum inter reda OR , NR, adeoque erit 
etiam xqualis TR; igitur NZ eft elenseatum arcus N Cf erit eiemen* 

Sum chorde NQ, ut clarum fitt.li ex pundo ad pundum Z . ucatur QZ. 

41. Hrs prenocatit ad ex<dam drmonltraiioncni; prodoca.ur QN donre 
concurrar cum PiVtiap* 5 cMR,Nr donec coocunanr ‘n X.Qiiontana an* 
guli pNK,pMX funt redicent angu'us X equalia PpQ.leu PVIQ 06 an- 
gulum pPN fecundi ordinis lalinirefimoium, (ed angulus x =: N R O ob pa* 
r^lelas NX, pR, Ergi> anguli QNP, MRO aequantur; atqui angulus PN^ 
cit ad K NT.':Px; Tb; quin anguli fiint ad circumicscnuam •juldem cir- 
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Wf ; A Pa:Tk::PQ.’ RT::PA ; RA ; ergo oogalus MRO: RNT 
feo ORN;:PA:RA,' & componendo MRN.-ORN, (en MN:NO;;P<S: 
G A, in ntiooo aimirnm conftanci: igitur integrando cunra FN ad chordam 
Q.N, Ht auinl<)ae ciicnli diametri fimul lumptac ad radium circuli ^ iupcr ^uem 
ik rotatio. 

41. Si radios RA evadat infinitus, arcus circuli VL convertitur ia lineam 
mAam , & cnrva in mloideni volgaiem , in qna erit arcus F N duplus chorda 
Q.N, & femicyclois rL dimla diametri FV, dc tota cyclois quadrupla. Sira» 
dius R A fit «qualis radio PB, curva FNL erit epitycioia quarti gradus, ia 
qna arens FN em ad chordam QN::4.'i,& (emiepiiyclois qnadrupla diame- 
tri FV, & iniegra oAupia. Si circulus Q,T [Fig,\ 6 ) rotetur intra circulum 
VGD, deicribatque cpicycloidcm FNL, faAa eadem conllruAione , eadem: 

2 oe uiurpata methodo , quam fupra nlurpavimut , quando rotatio externa 
cb't , inveniemus arcum F M ad chordam P M nt differentia diamc* 
trrrum , nempe PG ad radium GA circuli fuper quem fit rotatio . SI GA' 
fit infini.a, circo'ns VL convertitur in lineam redam, & curva FA1L in cy> 
cloidem vulgarem, unde eadem eruuntur , quae fupra. Si PR diameter cir- 
culi rotantis (it zqualis GA alterius circuli radio, arcus FM invenitur «qualia 
PM, & FL aequalis aL. Hoc autem fieri non poteiU nifi curva FL conw 
vertatur in lineam redam AL, & nifi rotato circulo QT per integnm pert- 
kriam , a puodo M deferibatur bis diameter circuli V L . Hec autem 
contingat necefle efi . Etenim quum circulus AMR 17) traafire debcaf 
per ceotium A, duda OM tranfibit per cenimm ^ quare angulus MBA «i 
quabic duplicem BAO: ergo arens VR=:AMsRO{ igiiur purdum O eft 
Ifmper in radie VA, & pundnm M ia radio AL..Sa (it G A (^ K, tuncard 

CDS FM ( Fig. 16 ) minor cll chorda PM ita, ut exifiente GA = — PR ^ 

arcus FM, immo tota curva FL omnino evanefeat, atque ad pundum redi- 
gatur. Tandem fi dumeter circuli rotantis evadat ntsjor diametro alterius, fo» 
per quem fit rotatio, eadem 'oaanl^ valebit proportio, & eadem metbodo de^ 

monftrabitur. ~~ — j 

43. Ut expediu rcdificatione ad quadraturam veniam, ijfdem pofitis, quii 
fupra, obfervo, trapetium MNTR f Ftg. 15.) rffe elcmenium fpaiii compre- 
keoii ab arcu epicycloidis MF, arcu circuli RV, & redis MR,Vr, (cilicet 
FMRV. Similiter obfervo triangulum NRO cfle elementum fegmenti cir^ 
colaris comprehenfi ab arcu circulari Q,N, chorda NT , & diametro TQ ‘ 
quia quum arcus MR^LR, & NT=:LT, erit Z N elementum arcus QN 
= RT; ergo Ii intelligstur duda ZT, erit triangulum ZTN elementum pr«- 
didi fegmenti circuUrii; fcd ZTN non differt t ZRN,& hoc non differt ab 
ORN; ergo ORN eft elementum praedidi circufaris fegmenti. )am vero tri- 
angulum MRN efi ad triangulum ORN, nt MN:NO,feu ex fupra demon- 
Aratis nt GP:GA; ergo componendo trapetioin MRTN ad R N O, ut PG 
-4-GA:GA, in rattooo fcilicet conflanti; igitnr fada integratione, fpatiuitu. 
FKTV ad fegmentum circuli QYNT,qu« duz quantitates fimul evanefeuot 
ia F, fefe habet nt PG-4-GA:GA. Q. E. Inv. 

44. Quando radius GA c(i infinitus, circulus VL convertitur in linesi* 
redam, & curva FL io cycloidern vu'garcm, in qna proinde erit fntiuinL. 
]FMRV triplum fegmenti circularis PMR, & arca lemicycloidis FLV tripla 
fcmiurcnli PMR.^ duorum circulorum radij aequales fiat, (jpatium FMRV 

N a 1 Mit 


t«4 


X ir JMt 


Ait td (cguMutura cifciiltrt PMR, ut i:t. l^tur epicycloi*, qae'ia 4 uc'Ny< 
pothefi ift curva quarti gradut, batet fpatium integrum fttum inter ejus cur» 
van., dt circumferentiam circuli, quod ad circulum ipluoa eft ut 5,*!. Quod 6 
adduur circulus idem, l^un ab integra epicycloide ciaufum erit fentuplumj 
•ircuJi genitorii, uc alita vidimus. Si rotatio nat, intra circulum VLG, ieitf 
Tata eadem demonArttiosis methodo invenietuf fpatium VFMR--( Fig,.ii ) 
•d fegmentum PY MR ut differentia diametrorum addito G A radio circuli VL& 
ad eumdem radium GA. Si GA infinita fit, oritur cyciois, in quaeademd«. 
ducuntur, qaz antaa . Si PR aequalis fit radio VA, epicyclois, ut vidimus, 
eft diameter AL circuli VLG. In hoc cafu fpatium VFMR aff duplum feg- 
aenti PYRM, adeoquc area VFL, feu V AL a;qu.ilia circulo qenitoci ,quod 
patet ea elementis. Si fiat GAs BR, curva colligitur in punaitm , fc ejus 
area acceptant antea evadit squalis circulo genitori, quod per le clarum ra. 
Eadem methodo determinabie,^ quid accidat, fi diameter PR fiat major diamn* 
tro. RG. Mque bze fatis fiat de epicycloidibus. > 

4S. Problema duodecimum. Super linea pofitiona data A B( Pi^.i8)ita moveitur 
data d.E, ut angulus variabilia ABE detur per lineam A B.-quzritnr quadra» 
aura, 5 c re^ficatio curvs- delcripts a puniSo E. Feratur BE per Ipaiium infi* 
aitefimum Rb , & tranCeat in eb>, defcribente punSo E elementum Ee. Intel» 
ligantur EB-, eb produdz,ut coeant ia C. Centro Q deicribatar arcus boi, 
& ex E. demittatur EF normalb redae AB. Conttaaa BE fiac=:r, quam ut 
finum totum accipiemus. Arcus metiens E BA = », A B Dabitur cx cou» 
ditione problematis zquaiio inter x,^. Erit FE^Sr.v», BiFiSrCc. Difle» 
rentia duorum angulorum ebA, EB-a xqualia cli angulo C,* ergo arcus di» 
metieas angulum' C = d^. Demum Bb=du. Similia iuut triangula EBF, 
bmBt, quia przter angulum ad verticem babcnt angulos ledps in F,m.- ergo 

erit EB-; EF:;bB';bm,ant rrf c^;.‘di»;bm= « Item EB:BF 

::bB:Bm, lut rrCe .p.-;d«jBmi~ nutem utdw'r.v bnus 

dje.J c • M ^ BCcu d X , J e « j» 

■' r dm 

4^. His ftatutis ad inveaicaAm quadraturam, dcftripto arca- er, adTertt 
fpatium EBbe adzquare cnmb., quod generatur a linea mn conflante , quz 
aonvertiMr circa pundnm G. Ejus itaque valor nullo negotio per regulam Gul» 
dini determinatur. DivHia itaque mr bifiiriam in D, centro C defcribaturat» 

uns Dd>; erit E&b-ra BE. Dd. Ad inveuendum D-d^fiat:rido.‘:CO<s. 

j «fg, dpmiua qjiafitui < 

df X. ex 

EEb u = dit ^ ** , & iutegrando. 

& B E Z3. Sd» Xc..si'F— ( cui,.pfout opux fuerivtddeiidaell.opportuad quai» 
mtas. 

4y. Qpod fpe^t ad reAificationem ^ defcrlpto centro C arcu e » , advrr» 
igndum: Ea a Bm>a Ut inveniatur arcus n e,, fiat e tdx : Ca 


Digitized by C'- 30 oIe 


e JTVT DECIMUM ^VINTVM 


d>*.Sc. 


£- -t- ntuzs 


Jx.St.p 


^-V^; igitat 


Ec=: 


{/■■nus 

y d» . Ce. t. 




X 

tJxdf 


t — — .* 

. -d" ; Se. /t ^ 
H -r 

t r 


tdnd/t. Se, 0 


- 4 - ii/. =: 


+/i A Qiiiui aatea dftn »fnd pronniet femu*^ 

it cz uaa duntaxat determiatu coalefccns., 

48. Ut probleaa hoc alicui cafui peculiari tpplicareffl, ftippofui x = 
boc elt AB ( Fig. if ) z^ualem arcui mstienti aogulum EBA.H^nc zqua» 
tionem ftatim. cognovi pertiaere ad- cycloidcor vulgarein^Sit^cloif H'G D,cn>' 
ius circulus genitor FKUhabetr radium rzr. Ex centro C parallelam bafi 
U F duc CG, in qua ablcinde G-A ::sr. Ag« quemlibet- radium CI^& lE' 
parallelam HF; cx E duc EB parallelam r dio IC.AjoAB fore zquilem ar> 
Cui K.I, qui metiiur angulum ICK, feu EBA. Etenim arent DIK — GIC, 
«rcui D 1 = E 1 = BC; ergo arens K 1 = G K — BC= GB — KC; fed GA 
= KC* ergo K 1 = AB. Itaqu» li A ita moveatur, ut A B' conleAi a puU* 
60 A nc aMP<iit arcui anguli £ B-A ,,do'(.ribetur tyclotx. Si A movetur abA 
cerfus C delcr bitur para GD, fi in oppolium panem, fiunt x, ^negativz, 
delcribitur para. GH. Adverte pundiura R ige locum, ubi invenitur ceniruon 
circuli defcribentia, dum pundum deicribeoi eft io E„ 

-r. 4p. iacipiamua a ce^fiutioae,quam.(cifflut. algebraicc obtineris Polita ifpi 
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determinetur eonftanr addita i#; idrcrtendam eft GE ttnlleftera 
ergo A—x.r.^x; ergo G.E'=ir\/i — -iy/^ yj.rf — r.Jc.u . Si BE venia g 
in CD« ut Eae S*.fx=.r^j fiet G O^axyf a;, ergo D&a.» x/ar..r,— Je.f* .. 
Ducator IL normalis CD, ut fiat CL = J-f.|»-, Si I>Lar — Xr./a^Qpar» 
arcua- D£ zqaabio dupla» mediam proportiooaleia inter FD^ «. leu* du» 
piam eberdam DI , quod per alias methodos item eft demcmnratum , 

5a Veniamus ad 'quadraturam. SubftituM pro /fvMB-formnU invcnia d>v 

6et GBEaS/fx.Xc. /■*+—; led /d/*.Jr.A=S — rdCc.f, ; ergo GBE.a. 


ru 


r rt 


S, — rdC r« /vte — ;8i integrando addita canftan te, G BEarv— vCc.mH ; 

ita.caim A£ka /^ao^» &,Co.=sr evanefcit. Formula h« doeet, ^adraturana 
fpati},G£E dependere a circuli quadratura.. Centro B intervallo BE deferiba 

iucuB EO'; manikitua eft baoreni BEOal^; ergo fpatiunG £0 = rv~ 


Di. 


J Itw 
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tCc.Ml qBire erit algcbnice intrgrabile. Transferatiir B ia C, 8t BE i«-' 
CD, ttt «KOI. EO cvMiat ^uadrafts DK,^ucn voco =: •'•Habcbinas ffaiiun 


6DCs quia = & fpatiam GDI K=rr. ^ 

51, Si puoAam A ad pinu oppofitu moTeatar^ft pcmaiai ia »B,bob 
■ inns X, quam ^ evadit aegativa; ergo Auiato figao ipeciei p, fiet fpatinai 


GaC iE = rf — rCr.p — Hoc fpatium prodit negatimaa, rjnod icmpci 

verum eft, donec pandum iB perveniat inG,in quo cafu rpatium evadit feg> 
aientum cycloidate, cujus chorda rer. Tum pundo B u terius ptocrdenie in 
3B, linea jBiE antequam ad )E perveniat fecab t •y.ioldem in V cx ilenic 
irilineo G3BV pofitivo, fegmeoto lutem' V^E negativo: quare formula pi» 

bebit horum fpatiorun differentiam , quae nulla erit, quum r — Cc.ps 

quum dimidium arcus erit zqnale fno finni verfo. Progrediente motu fpatiiini 
negativum dccrelcet, & nullum fiet, quum linea AG venerit in fiinm HN 
aormaUm GC; poutivum autem augebitur, fit uadem fiet NHG. Si ccatr» 


aB dclcribatiir arcus lEaO, feder aBxEaOs igitur GiB a 0~ rr 

— tCc.ft. Quod ubique vemm<cft, etiam qmim Ce.^ = e; ergo centro N- 
deferipto quadrante HQ,GQH 3 rr.Qunm etiam G DK = rr; erit GQHs 
GOK; ergo addito fpatio HGE^fiet DGHFK = QHFK;led«ocato qua» 
drante ica, QH FK*s.ar«: ergo DGHFKsarw. fed arw zqnat duplicem 
fcmicircttium D K. F : ergo prcdidum fpatinm zqnale efl duplici Icmiciiculo ge> 
aitori, quod per alim methodos drmonftranir.' 1 ' . 

5x. Quod fi' AB non fit aequalia arcui meticati angulum A B E-, ( Frg« 18) 
Icd ad illum habeat rationem datam, tum gigutpr cycloia, qus, edicitur pnK 
trada , fit contrada , ftotbtt ea , que toettKeretuf , fi pandura dciicribeas fi> 
tum eflet^exira circjjmter.eatiam (hcnli fiipcr redam rotamia ‘quod ita demoiK 
•ro. CurW NOQ ( ftg.ao) dcfcriibirar m pdndpO, dum linea BO ita mo> 
vetnr, ut A B ad arcum defcrlptum radio fiOsr cft ia ratione data uiv. aW' 
feiade BE=:v, conflat AB fere xqualem arcui dcicripto centro B, radio BE 
dimetienti angulum A BE, fir GED fiirc cycloidem, cujus circulus genitor fit 
D K. F radii — * , Sume CQ=;r; fit deferibe circulum QRS; Qaouiam 
BO,CQ cquiles funt 'conflat, pnnduih Q'reperiri ioO,dumpundumDdeTcrU 
bens cycloidem effet in E ; ergo curva N Q^et cydoii protrada delcripta a pundo' 
Q, dum circulas DKF rotatur in Itaca H F. 

Sj. Hujus curve equatio cft ar:p.';iv/f, fen ars — . Quod pertinet afi 

’ • 1 / f n. *t . 

ejus quadraturam; eadem ferme etauntnr fir eadem methodo , que ia cafu fa- 
periore. Quare ca utpoie fuilia analyflarum induflrie relinquo. Aliqua dicam de 
redificatione. Quoniam efl xtfz: :e;r pofito pro dn in formula rrdificatioait ejut 

falore — ^ proveniet — y rr-f-ue-hae.f c .p, quzeft elcasentara arcus 
V r 

NO. {Fig. at ) Agatur OIG; patet arcum MIs^ , SctpssCG , fir r — 
Sc.0sG Q. Agatur ciicaii chorda Ql, que appelletur s s; ergo erit 
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Formula 
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y/4>r — s» y/4rr — 

rcAiGc^tione <olius el!ypGs,atque ita conflruitur. Sumpto primo feoiiaze Q,F a 
r-t-fl, & fecundo Q_ E a r — • defccibe qutdrjotem ellyiticum FE. Ae» 
Cipe abiciifntn QP.qux fit »dQ.l ordina r it. Accipe piricn 

QT= r -+^rf. \/ i , & duc orditutam T V. Hia elf il s arcus HJaa.VR* 
Is Qv a. V E, Q.Oa i E R. Et •quoniam hAt z^xr^ ablcitfa ellypfis fit zx 
r> 4 -i<>i^QF, totus arcas Q^NEdi. E V F. C^are fi deferibusei yoiimlrniiem, 
Cai{i 4 az'ca Client diuii, arcus nujus eMypfis xquucaeirent artubus noitrZ’'y;loidit» 
5 «. Si r.di A E c:x ( Ffg. iS ) non detur aiE per finum^aut eolinuai aa* 
gn!i hBE — tunc curra erit 1'emper alpebraica . Ut onum''proponimu» cx> 
eaotuna» iit curva, in qua A E fic ad' finum v-rfiim aoquii ABE:t«iri in-> 
ratione data. Quxritur ejus quadratura, & reftificatio. H<nc curvam elfreiiy» 
pGm anoUonua<m,bcile qonftat.Duft» EF,qu« vocetur s f, -nt zs le.n^ 
Qf A F = *; «rg® z~z — Cc. ix y fcd «> pro^iocaa* x=:m^ -^Ct .ft ; ergo 
i{-f.Cr./* = '"r- mCr./t;(i»em+i.Cr.p=wr.— q^;fed Cf.p=ty/rr — 

- . ■ - —a i - —a a 

ergo rw-Ht ./•’r-yjf =wr — q, ac quadrando iw-Hi . r — ( m-t-i ,jt =■ 

a 1 — ; — * a * ■ * 1 a 

laa r — an»r^-f-*q^, ergo m-Ei . r — ( »wr — x .‘jf jf:; m-trt .r:r. 

Qutc fumpto primo feniaxe CG=:m-+-i .r, fecundo CD^rr dcEribttur ell;^ 
piis GEL>: ( Fif. ix 'i harc erit cnrvt qnaefita^in qua lunepto quocumque puti» 
E,& applicata E Biir.feftrque G A =r,ent femper A B; r— Jr w.* i. 
k.z b>a proprirtas hxc el:ypfis dinounat. Ex quorumque punito ellypfis E ie> 
comodciui EB = (emuxi CD,qoea»voco rrr,ctti panter fit xqualit G A, erit 
A B;r — Jc.ABE/.* CG — CDcC l>.Quod E fit CG^C D, A B proveniet 
megativa.. . ■ 

jj. Sed ad quidraturan» cumt p^tediamur, SjMtium GBE cz fermufa 

=: fc* d»zz— iiedCf.f*;e*to-6BE = neS— 

#-r. «x»a CBE=a»Siiil£E2!-+-l^; •»*, 

a r . a a 
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Hsc /atis liat < Qjiifque videt, me rapfMfuTfie IiRcain defccibcotcm AG primmi 
fitam efle in re£la, ia qua movetur pupAum B,quod recedit a punAo G.Czte^ 
TUffl methodus ulurpata decUntt^ qao pa£lo analylls infiituen^ fit in aliis fupi 
Jtofitionibus. • - 

Problema decimum tertium . Complanare fuperficiem cylindri’ rca1ei3 
.ADtlC. ( Fig. 2} } Setetur cylinder plano HSK normali ad axem BF. Du- 
cantur in fuperficie cylindrica re^z mn infinite proximz , quz erunt pk* 
tallcis axi BF,& emcient parallelouammum MNnm, quod tft elementum h- 
perficiei cylindricz. Hoc autem paralleloerammam «quale* eft re^angulo M N« 
quia quum planum HSK fit normale ^tt etiam normtic reftit MN*, 
mn. cr^ etiam normate plano MNooi^^^ commanis intetfediio Ss normalia 
MN; hinc paralklogrammum MN nni aequale erk redangulo JVIN in Sa. ^ 
tur omnium paralieli>grammorumfumma,boceflruperficirs cylindrica zqualisem 
nfilangulo redlz MN dudlc in perimattam curae HSK; fed fasec curva eft elp 
lypfis, ergo fuperficies cylindrica aequat redangulum rt&x M N in perimetrbm 
«Ilypns, adooque ejus complanatio dependet ab ellypfis -refiificatione- Si velit 
^ypfim magis determinare, per centrum F duc diametrum DF E, in quam lineam 
nroduStm, fi opus eil caderet normalis a pun£\o B du£la in planum circuli 
Vocctur = i> arcus anguli BFE, & fumatur F£=:r pro fiou toto. Duft'u iA 
liiperficiep A, £C incidentes in ellypfim in H, K, erit unus axis HK, altCT 
mqualis diametro circuli c=ir. Facile eA determinare H Kz; a Xr.^. 

5$. Problema decimum quartum .Complanare fuperficiem fcalenilKFBP^ 

( Fig, a4 ) cujus bafis fit circulus AFBM , vertex P. Secetur conus plano 
A B P itraofeunce per diametrum AC B, in quam productam, fi opus eA, 
dat FD (mGi plauo normalis. Sumatur minimus arcus Ff, cujos tangent fit 
TiFQ* tt-«c F ducatur oidiaata F£*, tam radius FC. Redae TQ fit «os^ 
analia ^0,& jun 
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flialcin plano ba6t , eidem plano normale erit planum P QD ; fed tangens 
TFQ. normalis eft QD communi fe^lioal planorum TQ.D,Q.DP;ereo TO 

P P f 

normalis erit Q.P; adeoque triangulum FPf= : — . Sit modo CA=: r. 


CD:3i,CE=:x, erit FE=y/'rr— **. Quoniam angalus CFT reftus eft, 
erit CE.CF:: CF.CT, fire x:r:;r:CT= ^;fcdCT.-CF:;TD:DQ, 

five— /r;. — Vocetur PD = n, fiet PQ= 


I n0 — ■ » Minimus arcus circularis Ff= 


—rdx 


r r 


y'rr — XK 


. igitur 


FPf= 


PQ.Ff 


. V 

-‘tax.- ss' 


rr-t-A* 


rr 


ij/rr — X» 




■hd^ 


r s 4 

X r r-t- r , s rr 

1- — 

* 


X-+-XX 


>. Hzc autem formula fui generis jo£> 


i* % y/ *t — XX 

cande eft, quia neque per quadraturas, neque per reAificationes feAionum co« 
nicarum coq Arui poceft. Quapropter tum ipfa, tum omnes, quz ad eam reduci 
poAint, complanato cono fcaleno, conftru6fionem recipient. 

]p. Problema decimum qnintum . Curva AMB, ( Fig.%$ } dequa loquuti 
fumus tomo primo lib. 3. cap, 7. num. sa , revolvatur circa A quavitur foli> 

_t 

dum generatum, Curvz hzc eft zquatio ji*= 
ax* 

x«>*« m K ^ m ■# V ixaeoiam nx xvnr w nx av or ^ xo or « - 


1 a 

— X — X -4- 


ax — X j 

-,ioqua A B = e, A P=sx. Igitur jr*tfx= — x*tfx — 


ax — X' ■ ' ' “ ax— X 

quse integretur .adjuoAa neceflaria conflante deinceps determinanda ;erit 

J 


e *j ^ * 

dx = A X X 

3 


* 1 

■a X /ax 


X ; logaritlimus fumptus eft in fyftoi > 
mate fubtangenm =x. Ponamus primo fummatoriam nullam fieri quum x~«^ 

r. X» . 


Ia hac bypotbefi invenies >J-=ax*/ax; ergo Sy (/x=ax /ax- — — x x — 

sx*/ax — x; igitur — Sit*</x, live folidum generatum ab area AMP=: 
a r 


J 


1**1 2.0.- x‘x— ax*/ax-x; St LAi x=:x, fiet folidum geaituni 

* ‘ 3 


% r 


Tom. IL 


Oo 


ab 



'1 




Vi 


»• 


t 

yr 


'■-fir . 

'V 


■t ♦ 
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ab area AMB = -^.4*. /»4-/4-^—, «lu* formul» brevior fiet , fi for 
macur protonumerus =4, ut /4 = 0. Ponamus deinde S/dx nullam ‘0«!', 

quum X =14. In hac hypothefi inveniemus /4; ergo Sj rfx 

♦ i4*/4— — — 4*x — 1 4 */r 4~— X, quat multiplicata per ^ dabit fo- 

Udum genitum ab*area EaMzP. Si fiat x = t4,determinabituj^f oli<)um de- 

fcriptum ab area infinite longe BDQ= 4 /4 — 47« 5— ,qu*breviot 

fiet, fi /4=0. Formula autem indicat, Widumeffe infinitum, quia / 0 ellquan- 

*”**<5o!Vroblenia decimum fezturo. Si curva KXH, ( F<^.4) 

Tom. I. Lib. j. eip. 7. ptob. s, rotetur circa AK, qu*ntur tum 

genita a curva KX, tum folidum genitum ^ 

draturam,& reftifi£ationeminvenimusprob.4,ibique MN — 4,ivi u — w a — 

invenimna curvam K X = — a; ; ergo X x = d z • Facile eft protato 

JL 

Xlac — ; atqui elementum fuperficiei genite a KX = .^.XI.Xx;ergo 

4*' ' . . . '"’d 

idem elementam — — , — — - , 8 c integrando fine additione connentts 

^ Higg' ^ — i- • vv 

an «*■ . 'J:' 

neceiTaria non eft , fapvrfiutu dclietipta aKX — — 7»* poUta a^, * 

9 p 

“"tota fupetficiet genita n curva KXHs — 44» , 

it. Ut fotidum determinetur,, oportet invenire elemento» I_U_Qj»ifqnt.' 
videt A N = fed eft N M ; AN:.-X x : I i . i ergo 44 y' - 

•' — d^:li = — ; atqui elementum folidi quifi- 

ti = -i-» IX . li ; er^ idem elementum = —.5 — Hasc inte- 
xr a \j a 

grationeni ^gebraicam recipit, quod tibi palam fiet, fi ponas NO-— r, ut fit 
4 — 7i—ty & d\~ ~ dt^ Fafta enim fubftiuuione evadet 

1 t _t_ i. 2. f 

st d ^ = a — r^. — dt.t* ± a dt + ia r d<— } 4 dr+r dr, 

& integrando non neglefla cooftante 
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X 1 1 z ^ 

S^d7i\/» ~ z'=-A — *' -f- — st* — — 4 4-— <*. 

• i S 7*9 

Hac debet nullefcere fi ^ = feu f = 4; ergo fiet 

- 7 Z Z Z ^ Z , Z 

^ 4* 4* ~±a^=J.L 

} s .7 9 945 3«S 

ergo integratio completa erit 

a = ^ f^-h — 4 /* — — 4» ^ 4- . 

^ ?ij 3577 

Qua, fi multiplicetur per -5-^, dabit folidnm quafitum = 

4r4* 




3^ . ^ * . _2_.i .» 

»•■ 3*5 


t 

4 “»^ 


I 5 

.-l4“r‘* 

10 


Z 

z 


3 » 


4- 


1 / 


* 

^ I 4 4* 1 8 

Fiat i^m t=o, Sc totuffl folidum genitum ab area KH A erit s= 1 

«5 • < 

p 0 a 

r ’ I o s * ! . . .. _ 

• . 4i Problema decimum feptimum. ReeoUatnr cyclois AFM ( Ttg. ad ) 
circa tangentem AK. Quaritur fupetfiaes deferipta ab arcu AF. Du£la ordU 
nata FSB,& chorda AS, vocetur circuli genitoris diameter A H=a 4 , A B—x, 
erit chorda A S ^i^ffloerens A F, 4 ttidapiuseftchorda = av/'a4.v^w , 

& ejus elementum ¥(~- — ^t^.»A a « |a» etameneuim q ,ittw6 tm;iBpe9tfitaai cA x- 

quale AB. Ff; ergo r= Z- ^la.Jx.y/x, & integrando nulla addita-t 
r r ‘ 

conflante, qux nccefiatia non eft, fuperficies genita ab arcu 

^ ' 

A F = — jTa. — X* = — .xy/» 4x.Si x = 4 = AC,fiet fuperficies ge- 
r 3 3 •* 

z 

nitaabA fi x = i4 = AH, tota fuperficies deferipta a demicy- 

3 r 

«loide AFM = —. 44 . Solutiones problematum, quas in hoc capite exhi- 
3 r ... 

'buimns, fatis cftendere judicamus, qua methodo alia 'hujus generis problemata 
fiat relolvenda . 
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CATVT DECIMUM SEXTUM. 
Aliquoc problematurn inverforum folutio exhilwtur.* 


I, T^Roblcfflt prifflum. Invenire curvam BC ( F!g. i J relatam ad ordinata* 
L ortbogonalca A E, EC, in qua area ABCE zquet redangulum ex 
curva BC in d atam =o, Vocatis AErzx, E C = ft atim prodii zquacie 

SydM= 0 S]/d»c^-^d/ ^ &retfdx= a ]/d>i'+d/' . Antequam pregM> 
diar, conGderans zquationem, video huic fatisfaccre lineam reftaaa paralldam 
AE/ nam polita AB = «, du 6 laque BF parallela AE, fit y — t « dy = 9t 
quibus valoribus fiibllitutis nafcitur zquatio identica. Hoc autem ex ipfis de* 
mentis cognofcimus. Verum elata zquatione ad quadratum fit 

jr* — a\ = ergo dti— — 4~=» V* coCnuum bypcr* 

i/* * 

K/ — a 

bolicornm. Si itaque defcribatur curva BC, cujus ordinatz CE- zquent cou- 
nus byperbolicos, abfcilTa A E logartthmos analogos, exiAente A B « finu to- 
to,entarca ABCEmi AB.BC . Adverte , quantitates ifias algebraicas efic ; 

inveniesenim BC=J/^^ — fcilicct zquaiem finui hyperbolico. 

a. Problema fecundum . Invemrc curvam A B ( Fig. a ) relatam ad focum 

C, in qua arti CA B fit zqualis curvx AB du£lz in conAantem a.Fa« 

Ao angulo minimo BCb,& centro C defeript» minimo arcu Bm ,lk CB =jf, 

Bm = dxr igitur es ceaditioae preblcautis erit ydMzzd, ^dx • Huic 

zqnationi latisfacit ir = a . Quare circulus A D ddcriptns radio C A = 4 prz> 
ditus cft requifita conditione. Ut videamus, utrum preter circulum alia repe* 
riatur curva eadem conditione donata, ad banc redigamus zquationem 

d$ ^ ^ 

dx= — . theceft zquatio curvz quzfitz, fid nondum confiat, utrum 

Vii*— a* 

algebraica fit vel tnfcendens. Deferipto circulo radio CA = a vocetur arcus 

r . 

A D=fs, 8 cDd=djbk.Quumfit zquatio fietd|x= — - — . 

Hzc ultima formula cft. differentia arcus circularis, cujus radius =a, fecans 
ergo arcus AD, cujus radius pariter —a, babet fecantem C B =: ^ y led 
CB fecans cAie non poteit , nili AB fuerit linea re£la. Igitur piztcr circulum 
loU ili. -a re£la przdica eft proprietate, ut fpatium CAB zquet rccUngulum 

cx AB in — C A . 
a 

^ Croblema tertiam. Quzritur cum reliu ad coordinatas ortbogonales, 

cujus 
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CATVT DECIMUM SEXTUM 




cuius iret ditur p«r foiam abfciflam . Curva cQ feniper algebraica , fi funAia 
abfcifix y per quam datur , aut algebrajca eft , aut involvat unicum fignnm^ 
iummatorium omnrm quantitatem afteiens. ; ut ejus differentia exprimi, pot- 
fit per P d >t , Etenim quum, debeat efie y d * ~ P d » fa£la divifio* 
ne per x , fiet y=P , quae eft xquatio curvz algebraicz . Si P fit 
poteftas X , aut pofitiva , aut negativa, curvz erunt aut parabolz, aut hy« 
perbolz . Ut aliquod exemplum proferam pofito femicirculo A E B , quz« 
ratur curva AIM, [Fig. i ) cujus area AID zquet fegmeotum circuli clau« 
fum inter arcum, 8 c luam chordam A£. Vocata AD=x, DI=ji ; coniUt 

, .. d M , rdxy/» f 

tegmentum exprimi per S — ergo etitjfdx=i : , lea 

— xy^xr— X Xv^ar — » 

Jf = — "■ - -- , quz eH curva tertij gradus, quz incipit io A, fecat femiciiv 

2y/ ir— X , 

culum in F, ubi abfeifla AG =-^r, feu dividit radium CB bifariam in G, 

eum accedit ad afymptotum BVI. Hujus curvz fpatium AID> aequat fegmen- 
tum circulare AE ’ addatur ntrique (patium AIE interceptum inter chordam 
A E , 8c curvam , & fiet AIE inierccptum inter cervam & circulum zqualk 
triangulo redilineo AED. Itaque fpatium infinite lungum A F iVl B claulum in- 
ter curvam & afymptotum zquale erit Icmictrculo, 8( communi ablato fiet fp^ ' 
tium infinite lungum FBM = AEF 1 A; atqui boc zquat triangulum rcdili». 
aeum A F G ; ergo idem F B IVT eft aequale triangulo A F G . 

4. Quzramus ad alterum exemplum curvam A 1 , ( Fig. 4 ) cujus area^ 
AID zquet tegmentum fayperbolicum A E claufum inter curvam , & chordam ^ 

Nbc fegmentuffl, vacata A D = », erit S — ; ergo zquatio proveniet 

X y/a r -t- » 

rJx 

— =p, quz eft panter curva tertij gra- 


rdxy/x 

— '' =j>dx , 


leu 


dhis , quz, abfcilfa CH=CK = -~ & duAis parallelis primo axiHM, 
K.iM, difcedit ab A, & accedit ad arymptotum H M-, tum przdita eft alio- 
ramo, cujus afymptota lunt aAN,Ka VI. In hac fpatium AID zquat feg- 
inentum. AE.' ergo addito trilineo AIE cUufo inter, chordam A E, reffaiiL^ 
lE, & curvam A f; fiet fpatium claufum inter arcum A E, arcum AI, & rev 
Aim LE zquale triangulo reSilineo AED. Quoad alterum ramum duAa qua- 
libet A a.E. ad byperbclam ,. a£itaae ordinaM hyperboJz: a E a D , quz curvant 
tecet in xi, fcdor bvpeiboiicus AxEaA zquabit fpatium infinite lungum.. 
NxVaDiI. 

j. Problema quartum . Quaeratur curva, qu3t,fi convertatur circa axem ab- 

feiffarnm, exhibeat folidum datum per fiinflionem abfciftz duflam in quz 

r 

cfl ratio circnmfcrentiz ad radium. Curva eft femper algebraica, fi aut alge* 
braica Ct fonftio, aut unicum fignum fummatorium habeu totam quantitatem 
afficient. Ad exemplum quzratnt curva, quz converfa circa axem exhi^at fo* 

t 


lidum =-^ S 
r 


ad* 


Habebimus zquuionem — Sii*dx= — S — — ^;cr> 


ar 
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go^*= <»*, qu 56 efl hyperbolic». 

Problema quintam. PoGto FA = A, FB=jf, defcripto radio F A 
( Fig. s ) arcu circulari A D = >», quaer itur curra, in qua 

/i/ = Cr.ti. SdTc.ii.S^c-mii.dSc.ii^ in qua iu accipi debet fummato* 
ria , ut pofito =£_, fit y = r. Fadi» integratione invenies 

SdTc.ii.SCc.m^.dScZ^ — Tc.n. S~Cc.mii. dSc.fi — 

S Tc.ii.Cc.m,i.dSc ~; igitur r*y = Cf.ft.Tc./i.SCr.Wfi.dJ’f — 

C c ~ij, , S Tc./i.C c.m ji.dSc . ji- fed Cf./«.Tf.r* = rSc.A‘»& dSc./i 
d M C c ,/> , jgjjuj ^Sc S C c c >n.d )i — C c .fi.SC c.mjuS c.fi.d 

Poftquain ad bane formam redafta eft aquatio, invenientia funt feparatim fum- 
matoria illa dua, quas continet. Quam ob rem notandum tft, hsb?ri tx cap. 
la. iib a. Tom. i. numero iexto quatuor (equtntes formuit-s , in qutbua lup> 

V — r~ r 

ponimus p^Ti S c. p . C c.t — ~ S c . P tt -f- — j c . $> ^ p 

' €c. p.Sr.irz=.^Sc. P — — Ce.p—r 

^ Cf.p-j" 'TjCc.^.CfST — Ce .p-{-r -+- — Ce .p . 

<• 7. His notatis pofito p = rw;x, -r = (», ex quarta formula habemus *■ 

Cc.mfi^Cc.fi= -^Cc.w+i.|ia+ *^Cc. ergo fafta mi»lt‘Plie 

catione per dn, erit dnCc.mii.Cc.fj. = ~~ dn.Cc. r» 4 -i>(a-i- 

Cc.m—i.p.— — -- — w-hi d/*.Cc.m-i-i . jiaH — — ' — -■ m—i.df» 

* a .o;-hi i.w— I 

tf c.OT— i.u;fed m-+-i.d/x. Cf.w-Hi.ft = fiJ'c.r»-i-i.ja,& m—i.dfii 

. _ V d Se.titii. M r 

Ce. m— = — I . p : ergo df*Cc.»ip.Cc./t= r 

j . a- 

_L ££Si^Lzi— & integrando addita conflante Sda.Cc.mfi.Cc. n ss 

i Wl — I * Ja 


2 

9 • 




■fr. Multiplicemus per Je.p, «t prodeat 

W-+- t »1 — 1 . 

f .»<• 1 , Sc./‘. Se,m i-^ 

u* C c« /x— S r# <4*4** | ' _ 

a m-f- 1 «I ■“ a 

Advocemus hie tertiam formulam, per quam habebimus 


Sc.fi.S f .ni-t-i . /X = —Cc.mn — — Ce.mH-a .p, & 
* a 


Sci 
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CATVT DECIMVM SEXTVM 

Jf.w— T.f4= — .Cc.iw— . Cc.w/»; erga 

a a 

Xc« , SC»ft»SC»fl 9 '^l»M ■— 

^ — 


2>?2 ' 


m “H I 


m— I 


— 1 Cr. w , 
»jw— i 


Ce. W+-1./» ^ Cc.w— 


7M4- I 


m — I 


_ „ r iASe./* 2Ce.mu 'Cr.m+i.^ , Cc.m—r.^ 

Sc,iJ-Sdu,Cc.ma.C c. /JL — — • ; • 

4 . r mm—i i»H-» ™ — ' 


8. Eadem methodo traAanda eft alia formula Cc.jaSCe.iii/x.i'<f. . 
Nam ea formula iecuoda ioveniemua 

Cc.mft.Xe.f4=-^J‘f.w-+-i .>* ^ Jf.m— erg» ^ • 

di>-Cc.mii,Sc.n=— dl^Sc.m — i.ii— ' ^ 

a a 

r 

a . m-t-l 


Sc.m-irt»l^ — — =^.«— i.rf/t.Xc.m— i.ftj «t^ui 


a.m— I 


»>i-t-i .dl^ Jc. w-f-i . I* =.— rdCc. m-t- 1 , ft, & 
m—i.dfi Jc.w— = — rd C c. m— 1 . M j' cr gO 
. r r — dCc.»i-M .,<» 


m-h r 


rf/aCc.»rn .Se.f* 

a 

graodo adjeAa conftante 

TT""— n — Cf . 


dCe , w — t . ^ 

IM — i 


^ & iote- 


£lL!^__Lli^&perCf./*raal-. 

M l 


tiplicanda CCmiJ.S4 im.Cc s — ^ 


^ ^ f ^ . Adhibenda jant 

^ fW L ^ ^ 


ell quarta formula, & inveniemus. 


Cc.f».Cc.m-hi.^‘ = — .Cf.»H-a.(AH ,Ce.»t(i,& 

o. 2 . n . - -- - . 


Cf.f^.Cc.M— = — .Cc.»M— a./«; ergo 

> 

Ce^o.Srf/xCc.mjm.. J f .p. y . . , , - , 

• r* zBCc./. xCc.mp. Cc.o»-t-a.>» | Cf . w — a , a« ^ 

4 * r mw — I m -t- i tn — t 

9. Demum fi hanc formulam d educamus ab ea , quae ii rventa eli numero 

feptimo , reperiemus Sc.ij. SdfiCc.m.x.Ct.it — Cc.n.Sd^Cc.inj^.Sc.Mi, 


r \ r ASc. 

feir r i/ = — . 

, 4 


■BCc., 




mm — I 


if=- 
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m -s • - ?/* . Ut coaditio impleatur, ut polito #*, Sr 

^ 4 r mm—i 

Se.p=:»f adcoqna Ce.j>, & Cr.m/> = r, fit ^ = r,debet valere bosc zqua* 

S r B — mmr . , 

tio r=s ; ergo — as ; igitur aquatio 

4 mm — I 4 tnm — i 

ASc.ji mmCe^p — ££ * 2 ^ ju qm a quemcumque vatorem ka- 
^ 4r mm—i mtu-i* 

beae poteft . Hac aquatio clarilliiBc iodiat, curvam feisMr efle algebraicam_ , 
fed eo altioiis gradus, quo altiorcs foat numeri bmplic fiimi esbibcntes ratio* 
■em w: I . 

ta. Hac quidem ibiutio locum kabet, fi non iit m= i ,f«d prorfus aeocit 
txifiente mm. Ut hunc quoque csfum trademus, accipiamus aquationeoL. 
jam praparata m, qua in bypoifaefi eft hujulmodi 

= ju SCc./» ,d /i — C c.ii.SCc^.t‘,tc. num. i8. Cap. to. 

Si addamus necefiariam conftantem, erit 

SCc7^*.dM = —.Ar-i-rM-i-Ce.^.Sc.M,& multiplicando per Jr.p,cft 


SCc.^*.dft • lofiipei 

a 

& integrando 
^ - 1 

S Cr./a.Jc./*.dpi= Y . «r-4- Jf.j* , 8c multiplicando per Cc.^fiet 

Cc.f*.SCc.(s.Jc.f*.dps=JL.ArCc./.-»-Cc.,. .Jc.c.. Quare deduda iiaca 

% - ■ % 

fupcriore iermula erit xry — ASc.fi — B .Ce . r> .Fado /•,& Sc,m 
szo ; eft Cf.f*=:r, ergo arr;_— rS, fen B =—*r; e rg o sequa Mo 
arii = >fJc.^-i-zrCc.aiH-/»Xr.r>,l*o ar./— >Cf.v«= >#-+-/* ••fc. /• , 
qua femper dependet a circuli quadratura. 

1 1. Problema feztum . lavenire curvam relatam ad coordinatas ortbogoe 
oales , cujas ablciffa x = C b . ordinata 

S C b » M ^ » S b , /it M M ^ ^ S htfn • 

3 = - ,exiftcnte^=se,fia.=a. uvm 

* 

aiantus lingulas fummatoriaslioc modo. Ab elementis iinuum &colinuum fayperbolico» 

rnmhac theoremata defumanjusJ^.^.Cd.sr=—.Xd.p —Sb. 9*— «■» 

% % 

Cb.^,Sb.^=—Sb. p-f^r — — f ifr. 9— V, 
a a 

Cb.<p.Cb'.r= — — Cd.9— *■» 

a a 

4i ‘ P‘Sb.T = *■ “ 9— pofilis vcaiaraiu adpri> 

»aa. 


( 


Digiti. 
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. Ex Iccunchi formulx — 

1 z ^ 

innltipUeindo per fil </ ,. C »w X i. >. = --Z— . ^5:7. W /h X A i»+ 7 . — 

r i.mH-i ~ 

•«—*•«/•. fivc = 


i.m—t 


r fC6.mfi./A r dCb.m—i.^ . . 

~'~~= = 1 « integrindo addiu conflante habenus 

* w-*-* a. m— 1 

S^.C^.>»^J^.^=Z.^■^£i:. ^•^ _£L ^'•^ Adfecnnda0l.,it 

» »l-t- I IW— X 

S b ,nt ffC b,fi^-—S b,m^t»M’i~'~ Sb,m “-i ^ ergo 

a. »H-i 

1^ ■ ■» H 

— =. m—t.Jp Sb.m—i.Mi «£« ii‘5b,mi>.Qb,p.-=i 

a. w— i 

r d CA.iw-l- 1 . , t dCb. m—i.m „ , 

=■■= r — -=c , & ha» integrationi 

a.w+i a. I»— X 

= ^ CA.w-i.f» g 

» »f-+-i m — 1 " 

prcpoGta fbrmnlt valeat Hgaum + habebimus a/ = 

Ad implendam condi tionem <2portet ponere B = — — . Quare zquatio o« 

— r + CA.»n-i.^ . «•-♦'i 

^ ^ j ^ • Si vero ealeat lignum — proveniet 

iCb.m — t,/u 

» *“ <1«* cond itioni fttisfiet, fi fit 

r — Cb. m — I 


%1I=.A—B— 

A — B= — — ;unde zqnatioj = 


la. Problema feptimum. Invenire curvam arquationis — =r 

^ d^Sc.— f. ^ df.Sc, — ^ Cdn.Sc.—i* j 
kc. S ^ S 4 > aj_ 5 d^Cc.M 


l a b a — ,cu;us 

abiciUa eft aliqua fundlio^, ordinata vero <fl ^,ea conditione ,nt nuliefcente ^ 
nullefut etiam y. Ut zquatio evolvatur, paullatim procedendum eft , & ini- 
tium (umendum ab ultimis lummatorijs bac methodo. Quoniam 
dfCc.f. dSc.ft . . ^ d f,Ce.f, Se.f, ,, 

1 — erit integrando S ; nulii 


Tom. Ii. 


Pp 


nulla additur con- 
flans. 
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fitos, quU ita ev>a«fc«Qte /> maefcit fumnutoria. Fiat multipUcad* ^ 

5 e ~ n.S Ctft 


■_ 1 . f, t « ^ C < 

Sc — (*, ut Iit Sc — 

a r-* » * 


4 /‘Cc.M 


■sz—Ce. — ^ — 

a a 


-I- Cc.-i-Uf quz doutur ia — , & erit 
a a 

-Ld^.Cc. — ft J-dMCc.lu, jSe.— 


d/tS Cm— fX 


d it.Cc . I 


d Sc. -^lA 


iT 


• 8t integrando 


( 


diLScm — it _ . Se.— fA iTr.-^u 

- X _ d^Cc.^ _ a 

S : S — : — = — :: 


. Multiplica per f c. i a, 

?r 4 ^ 


(di^Se.^^ - 

ut fit Se, — /I S j- ® 

. * » 

— Jr.-i- = — Cf. — tt— — Ce.— f, -Ce. 


S UM Cc,/t I _ 1 

= Xe. u.Xc. a — 

r 4 a 


3r 


— Cc. — jA. Fiat multiplicatio per — , ut oriatur 


2.3 


dfASc, — ji ( duSc.-^i 


S ^uSSi^ ■ 


%.~d (aCc. — fx 

4 4 


r ■ r 

-^d/xCe.-^(x -^dftCe.-^n 

* 4 4 _ -24 4 


— d/x Ce.— X. 

't 4 4 


2 . d X e . — ^ 


J-S 

dSc.J~ 


i‘7 


dSc.— Ii 
* 4 


X e.-^ (X 


3-S 


t7 


7^ — . Quare 


integrando erit S- 


^d M X e . — /X ^ d M S c . — 


1 Cr., 


aXe.^, 


Sc. — ii 

±. 

3 ‘ r 3 -S 


Sc.—/i 




Sc.-^H 


3 7P 


Multiplicetur de more per 


Xe. 
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Sc . — jit ut provmiit 
8 


1 « j S S ^ = 


±-Sc.-j,xSc.±^= Cc.4^-Cc.4 (*-4‘^‘'- 4 '■ 


3-7'’ 

I 

rs 


8 

— r~** f» — Cc. y — Cf.i*/u. Demum fi maltipliai^ 

3-C O » ** — ® 


8 3 

8' 3S "S 


* r- 7 
— C f • y /» — 

9 s 


J 

tio fiet per — ,rcp«rictur 


& 1 ~ — 






**v «• 

8 '" « 

"*"3.S.ii' 



3.5..i r r 3.7.«r r 

taaa integratione bebcbimut fummatoriim queelium, etque adeo xquatiooca 

i( = 8 — Jr •4 ^ J e . 4 '* ■“ 

8 3 8 3 -S . 8 3-7 8 


8 


Sc.l ^ + 


, II , 


8 


Sc. ii,.. 


8 


r- *< 



3.7 «S 8 


3 - 59 . 8 ■ 3 . 5 . 1 1 8 ■ 3. 7,13 '8 , , , 

lizc tria problemata propofui.ot methodiu apcrirtrur.qua buiutmodi quziUo- 
nes tnaaadz fnnt. r» .1 

13. Problema o6lavam . lorenire ciiream, cuias quadrature dependeat ab- 
folnte a quadrature circuli , habeat taipen unum, aut pbara fpatia algebraicequa- 
drabilia. Pluribus modis folutio problematis obtineri poteft, duos maxime fim> 
pliccs ufnrpabo, quorum onus per differrn>iam, alter per lamnam peragitur • A<- 

P p a Cipe 


Digitized by GoogI 


jco 11 ^ MV S 

ciM primun. Sit fturicirtaliu AFB, ( F». 6 >!• CB|dS ditOMtr* Mcipe dati 
ablciUis AG, AD» & ordiottis GF» DE duc radium C F . Sit AG = j*» 
A D — 3;, Sc fume quimcumque M. algebraice datam per x. Sit radiiu circuli 
= r, & conflant quzcnaique =«. Si concipias curvam, cuius area atquaiit fit 
rectaagulo a Af, & ledori ACF dempto fenufegmento ADE, cjui quadratu* 
ra gpneralitet dependrb;t a quadratura circuli, & erit zqual:s refttognio a Af 
addito mizcilineo CDEFC. Verum fi accidat, ut linea AD fiat aequalis A G 
idefl z=x, tunc evaoefcente fpatio EOGF arca curvz fiet zquaiit re^an* 
gulo aM, K triangulo FGC, adeoque erit algefaraica. Quare ad hoc reduci* 
tur problema, ut. talis z determinetur per x, qu* generaliter non zqucteamdem 
X, fed bzc zqttalicatdcturinuoo,duobusaiu,pluribua valoribut x*quod non e^ 


tCfficilf» ut mox apparebit. Seder C A F=: 


T AtC 


a\/arx — xx 


» fefflifegmentunu 


AED = d^i/arq;.— uq:; ergo elemeatun arcz curvz quzGtz erit zdM-^ 
rdx ' 

— , Supponamus curvz quzfitz efiia ordinatan^ 

Sv'*rx— XX 

—/1 ablcifliam =F»cxiftente B data per x^j ponamus item dB^Qj/x^ cig» 
ares curvz elementum erit it 6 .d>t^ igitur adM-i- 


tdx 


*V^arx — XX 

tz\ixrz z\=n Q^dx. A d deter minationem z quod attinet, ut ea femel 

fiat zqualis X, ponatur z — — ergo tunc fiet n = x, quum rstx-j-if, 

five x=zt~A< Snbftituto valore a in ultima zquatiane iaventa proveniet *- 

,ax</x-H/^dx 


Snatio sdM + 


r*dx 


2 y/ xrx — XX 


*(■ 


rr 


— a A X* — A^x*' 


I 


-b*ar Ax _ , - , , 

“ a =if ijdx, five polito = 

-i-arrx 


a V 

12 . 


X 

r 


t i 
fi.* " rr 


l/-x’-ai#x* — 


1 a a 

A X -t-ar Ax=zjr, 

, » * 

“♦-arx 


ai2_v^arx-x»c 

Quare fi conflruas curvam, cujus abfcilTz ~P quocumque modo datz per x 
ordmatz autem y, quz determinatz luat per x m noviffima zquatione, curva 
habebit fpatium algebraice quadrabile pro caiu x = r- /f, licet geiwratim eius 
quadratura dependeat a quadratura circuli. Indeterminatiooe quantitatis /f.hoc 
obfervaodum eft, ut tam x, quam 2 proveniat pofitiva, & minor quam ar* 
quia extra boc hnutes arez eircularei evaderent imaginarim 

14. Ut cafum aliquem breviter confideremus,fi[at A= -ir, ut tone evadat 

^ ^ »&*a & 2 — — r, prztetea P ~ M—Xy quz erit curvz ab* 

(ciffa, unde Q_~M~ i , & ptovenicc zquatio curvz 


t+ 


•M 


CJTVT VECIMVM SEXTVM 


|Ol 


1 X- 4 -— f — 

■f i— K— .X*— — ^rrxx-f-r*xi=y. 

r« t 4 ' 


--I ====• 

l(/lfX — X* 

Fiprt «zhibct progreflun cnrvz PLN, cujos ibfciflz AG = x, ordinatae 
GM =y. Si radias CA diridatur bifariam in & per H ducatur normalis 

KHL, area. PAHL asquabit n.AH+triang. CHK, feu ^ -H 

«ft ia curra fpatium unienm quadraturam recipiens. Verum in hac carra iniw 
nita ai&gnari polfunc fpatia^ quorum, fumnaa fit aigtbraice quadrabitis.. Hoc ut 

demonftrem^ adverto^ quod fi AG = x fit minor AH = — ,eritA D=s<x; 

T ^ 

(ed fi Ag=xfit>— , Ad=.s erit >x-^ Jam verO' data AG geometrico, de» 

terminari poteft punitum g^ ut ftiPs A Ad. prout oportet, ordinatae iatep» 
ctp ant arcus xquJes E F,. ei; qu.re zquiiia erunt fegmenta EF, ef,*- Hile» 
fuppoficfs area l' s G IVI zquabit rrft. a AG,quadril. D E F G , fegment. EF,Sfe 
triangulum CFG; item area PAgm zquabit rc6t. a\g, trian. Cod — trt* 
ang. ote — legm. te; ergu quum legmenta E F , e f zqualia fint^fumma area» 
rnm PAG.M, PAgni aqu b‘t reftang. o. A G + \ g quadrilaterum D E FG,, 
trianguium CF~ 
lis algebraicc. 


quadri 

trianguium CFG, triangulum Cod dempto triangulo foe;ergo eft quadrabit 


15. Si velis fpatia <!n» integrabiliai algc^raice» neceffc erit ponere. 

**-*- ^x-+-i R . f 

% — K. — ; ergo in. ctln zi=x, provtniet 

^ ^ =0, In hac zquatione itz oportet determinare- valores ad, 8, 

ut duz rdices x fint reales, 8t inzquales, fiigulz minores quam ar.Ho:me> 
thododice^fa nullo negotia deurminabis. Nam finge arcas algebrateas. cilc opor»' 

^ • 

tere tum quum x =:r,. quum x- =r r-f w g« r ah buo^-fcitorer x.-— » r =0, 
f a X T t' j 

X =0,. qui fimul multiplitatL dant x-i =0» Confers» 

♦ • 

tue bzc cum fiipetior» aequatione,, St invenies ad= ^ t , B =— r ; er* 

, , a. s. 

xx--_2-rxH — —rr 

go, polita s=ax, ^ — , habebis in cnrva duas arcas algebrai» 

cas ezillente x=r, Sc x — — r\ Simili modo fi velis tria, fpatia algebraice in» 


tegtabilia, ponenda erit q = x . 


x*-i- ^x*-+-fB x-i-r*C 


, ut ia cafu — 


habeatur zquatio x%- idx*4-rBx+ r C=zoy in qua ita determinandi, funt 


coeflicientes ,. ut omnes valores x (inc <ar , 8 c omnes fint reales , & inz* 
quales •' nam fi duo cfient imaginarii, unum tantum prodiret fpatium algebrai» 

ce 
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& eamdem 


. ... „ n-^Ax-\-rBx-^r*Cx-i-*D 

•t quadnbile. SI poaas e = x. — 

r* 

nnhodnm fequarii, inveaies curvaa, cujus quacuor fpatia aream algebraicaa 
babcbunt : atque ita deinceps. 

id. Modum, qui fit addendo, breviter expedio. Polita tangente AG=.», 




; ; fimilhcr polita ungente A D=q, 


( ^ig. 7 5 feftor AFC erit =S 

i.rr-+-*x 

1 , 

S — . Jam vero concipe curvam, cujus area 


trilincum A D E 
fit sequalit eM-4-S. 




a.r*-t-a^ 
t-S- 


r 


, bzc generatim dependebit a 


a.rr-H*x x.r»-t-^2 
quadratura circuli , fcd Ii evadat A D = A G «rea cjuldem curvz erit algebraU 

ca, utpote zqualis triangulo refiUlineo ACG = !^. Curve hujus abkifla fit 

s=i*, ordinata ; pone dP—Hdx, dM=.Ndx^ 8i erit »Ndx-\- 

-=== -f- ’'-i^^=y!ldx. J«m vero * ita determinanda eft, ut genera» 
a.rr+*x i.rr+^q , 

tim differat ab x, (ed in uno, duobus, aut pluribus cafibus fiat zqualis x. Ut 
boc obtineas methodum luperiorem ulurpare potes. 

vj. Verum ut cognofeas, boc pluribus modis obtineri poffe , duc reftam 
AM taci'ntem cum AG angulum femirc6)um; tum dcUrib^ curvam , qaiz le- 
cet re9am A M in uno, in duobus, tribus, aut pluribus punftis, & accipe lem- 
per A D = 2 zqualem bujus curvz ordinatz HG. Manifellum eft, !?^,x fore 
ubique insqualcs czuptit punitit illit, ubi «urva lecat reftam A Mrclarum eft, 
curvam ad minimum tot graduum cQe oportere, quot funt punAa fediooum. 
Quare bzc determinatio x pt*bebit curvam, quz tot habebit l^tia algcbiai» 
sa,quot fzillunt fcflionum pun.ila. 

i8. Evolvamus calum maxime fimplicem. Ponamus u = e, A=^x,. nddca 

■' f^dx fZ^dx ^ 

c,= I , ut zquatio fiat —4 — , :+• -==■ =j/ dx. Convicto quefirpiM 
'a.rrfxx. i.r+z* _ ' ' 

A C BL , ( Pig, 8 ) ex pnnAo L agatur LN, qnz faciat angalom fcmltcAum 
cnm LA. Poliu AG = x, fit GH = i<.=r — x. In fupetiote zquationc pto 

^ r^dx r. r— 'x* . — dx _ _ _ _ 

z feribe r — x, ut fiat - — -f- - =ydx. Fafta divt- 

i.rr+XK a,arr — arx-Hxx 

lione per dx, & reda£lis terminia ad eam dem denominationem fiet 


J t » »5 4 

r — rx-t-arx — rx 


, quz eft curva quinti gradus . Hzc 


%.%t — »r x-Hjix — arx x 

«Btva generaliter habebit arcam dependentem a quadratura circnlt. Pomi^ni» 
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Bbfciffa curvx = A G , epu «rea erit zqualis fefiori A C F, addito trilineo 
AED, in quo AD = GH. Verum (1 divifa AL bifariam in 0 ,ubi ordinata 
01 incidit io puniSum fe£lionis linearum AM,LN,& eft ::^AO, pofitacur* 
vx abfciifa =AO, ejus area zquabit feAorem A CV, addito ttilineo AOV, 
hoc eft triangulum C A O, quod zquat quadratam dimidij radi) CA . Itaque 
curva generatim dependet a quadratura circuli ; habet tamen unicum fpatiuRL. 
algcbraice quadrabile. 

ip. Problema nonum. Invenire curvam, cujus quadratura generaliter de» 
pendet' a quadratura hyperbolz' habeat tamen unum aut plura fpatia algtbraice 
quadrabilia. Inter infinitos modos, quibus problema folvi poteit , unum eligo. 
Inter allymptota RC, CS ( F^. 9 } deferipta fit byperbola RGS, in qua.^ 

CA = AG = i, Sumatur AB = x, ut BD= & fpatiumG A BD =s 


y. 


dx 


fl-l-x’ 


S 7 .Sume item A E=r,ordinataqae E F,jun£laque chorda G F erit fegmentiia 


GOF = S 


bzd^ 




z.b i-z 

b^dx 


Data Af pet K, ftatuo aream curvz quzfitz ell» 


b-\-x 


+-S. 


b:^d 


X. i-f-q 


. Sit curvz quzfitz abfeiffa = R, data per x, ori 


b*dx 


dinata =H', ergo zquatio curvz erit ‘ — 

^ i-i~x 


=ddP,8t 


jZ j , l 

fcfta dM=Ndx,& dFzzQdx fiet 4 Wdx + — — + — =3ildx, 

b-i-x X 

. • * • t . ' 

Si 2 fit major, aut minor 'x, ^pgdratura hujus curvz fine dubio dependet ab 
byperbolz quadratura, ejulque area elT-zqirailTligorV^f^TTrnez AGFE addi» 
to fpatio curvihneo FEDB, fi AE<AB, vel dempto curvilineo, fi fic 
A E> A B. Verum fi AE=. A B, fpaiium curvilineum nullelcit, & area in» 
venitur zqualis figurz redtilinez, adtoque algebraice quadrabilis. Iiaqiie nibil 
reliquum efi ad lo:uiicncm prcblemaiis, nifi ut ejulmodi q driermineiur, quz 
generatim non fit zqualis x, led in uno, pluribuive purdiis hanc zqualitatcm 
obtineat. Huc transfer methodos, quas adhibuimus in problemate loperiore. 

10. Placet addese modum, per quem obtinetur curva generatim dependens 
a quadratura byperbolz, habens tamen infinita. Ipatia algebraice integrabiliL... 
Dudit A N , quz laciat angulum, femiredum cum AB, eique duda normali 

AH= — r, & parallela HM, poGtoque finu toto =r, deferibe fuper bafi 

HLM curvam finuum circularium AKILMN, quz freabit lineam A N in 
ponAis infinitis K,l,N &c. Ex quolibet ejus pundo V ducatnr VB norma» 
lis A B.Si, (uraptis AB=x,hant VB = q, generatim s erit aut minor, aut 
inajor x; fed io infinitis pundis, ubi curva fecat AN, fic q=x, adeoquein» 
finitas areas algebraice integrabiles curva continebit. Quz curva, ur poflic ali- 
qua rauone delctibi, inveoiend* tam x, quam z p«t HT,cjulque iund.o- 

•• n«; 
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*•» 3“®*^ iamtom erit, ladle erit detcnnism coordinatit cnrvz 
deCcrtoeadc per eamdcm HT. 

at. H»n? ot> rem voca H,T=AZ = ,., erit T V = TY=zSe.>.,HY«= 
*4" -r c . ^ , Z"V = ZX=J*r.^ — — , AX=.><-4-J'f.^ — -i - 1 — » u j ■ (f. 

X 2 * 


#■ + jf . 


~r^ Sc dificrentiando 


go datur X per ^ ita, X 

v/» '»y/* 

j r d t>~¥-d t^C c/t, „ . „ 

d* =: = . Przterea eft VY =Jc.^.y/i , 

y/a tyji 

X Y = ~r; ergo VX = Jr.^v''* rr; ergj BV = 2 =x— Jr.^, y/1 

y/l y/* 

* 7= —= ;= — + — =; & diiietenti]s ac* 

V* Va V» *V* V* * * 

— f C.>. ^ a -t- -4: f ' I 

— dSc.M rd.1 — d^Cc.li . . ,, 

ceptu a* — . QuJ>m jnvcotia habes cootdi* 

y/a rj/a 


aatas corvz quzHtz datu per /•. Hzc autem curva, ubicumque ^r.^=— r, 

lubet areas algebraice iategrabiles; ejus autem dercriptio a quadratura 
dependet. Hxc duo probiemata in eum finem propoma funt, ut dilcas , qua 
methodo tradandz (int quzftioncs hujus generis. 

aa. Problema decimum. In circu'o ABDE ( Fr;. lo, ii ) determluan 
omnes arcus, qui (int in fuorum (inuum ratione duplicata. Ad cognofeenda paria 
omnium arcuum, qui (iint an ratione duplicata fuorum (inuum utor curva (inu* 
nm circularium afdaf &c. ia qua fi fecentur ag xqnales arcubus AG, funt 
fg squales finibut GF. Verum non contemplor tantum partem afd, cujus ab< 
fciffa ad eft zqualis femiciteumferentiz ABD.fed partes omnes conlequentes, 
quz funt infinitz: his enim omillls plures arcus omittuntur, qui gaudent pro- 
priettte quzHta. Si vertice a deferibatur quziibet parabola lecans curvam (loo* 
um in pun£iis h,k,hzc determinabit longitudinem a ra , a a duonim arcuum, 
qui funt nt quadrata fuorum fiauum. Quoniam curva (inuum ia pnnao n fecit 
angulum femircAoffl «um ad, & quziibet parabola, cujus vertex princeps fit a 
facit angulum rcaum, omnis parabola initio cadet «xtra curvam finuum. De* 
terminetur primum parabola af, quz tangat curvam (inuum in f. Vocetur ra* 
dius = r,ag = x,fg=;r/;fubtangens parabolas an punAo f erit = a x, fubtangens 
r V 

«un-j, finuum = ; ergo quum curvz debeant habere communem fubtan- 

rr —]jy 

geatcm,crit 2 X— — Abfcinde nicun AG — a^.Erit nt cofinus ad 

finnm,ita radius ad duplicem arcum AG; fed ut cofinus ad fi um, ita radins 
ad tangentem.* ergo tangens arcua AG erit zqualis duplici arcui AG,fcuAG 
mit dimidium (uz tangentis. 

aj. (Quoniam paiabola af non Incidit in curvam finuum nlfi ia f,propte- 

tea 
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^ea oon poteft aflignari alius arcus, <)ui (it ad A G In ratione fuoniin finuuni 
duplicata. Si intelligatiir minui parabolzparameter, haec fecabit curvam in duo* 
bus puo£iis, quorum primum erit inter a, f, alterum inter f,c, donec parabo- 
la lecet curvam in c. Quare in hoc cafu duo arcus habebuntur ambo minores 
quadrante, qui (iint in ratione fuorum finuum duplicata. Si ulterius minuatur 
parabolz parameter, pun^fla fefiionum magis magilque recedent, ut arcus alter 
minor fit quadrante, & alter major. Duo cantum arcus habebuntur, donec pa- 
rabolz defcriptz ramus alter fugiat partem curvz dafaa; nam ubi in hanc 
unem paratmia incidat, unus aut duo alij arcus obtinebuntur, prout curvz aut 
iefe tangunt, aut (efe lecant, qui arcus lemicircumferentiam excedunt. Cafus 
autem, in quo parabola curvam tangit, «schibet arcum AaG, qui additus 
femicircumfereotiz efl zqualis fuz tangentis dimidia. Quatuor itaque arcus in- 
venientur, donec parabola fugiat tertium ramum aajfad. Contaflus exhibet 
arcum A ;G, qui additus integrz circamferentiz cA zqualis fuz tangentis di- 
midio. Hoc modo progrediens videbis, crefeere numerum arcuum, qui funt in 
ratione duplicata fuorum finuum, quo minuitur parabolz pararoeter ; ita ut ar- 
cus infiniteiimus habeat infinitos arcus, ad quos fit in ratione finuum dupli- 
cata. 

14. Ex his omnibus apparet poffe per interfeAionera parabolz , & curvz 
finuum lolvi problema.' dato arcu alios invenire, ad quos habeat rationem (i- 
nuum duplicatam .Quod problema generatim fumpturo elfe tranlceodens, neque fol- 
vi potefl, nili aut per curvas tralcendentes , aut per feries infinitas . Novi ali- 
quando accidere, ut dato arcu alius determinetur algtbraice; nimirum quum 
ilii inter Icfe tenent proportionem rationalem . Queraodo hoc fiat declarandum 
efi, ioluto generaliter hoc problemate. Invenire duos arcus, qui & fint in ra- 
tione data, & fint nt quadrata fuorum finuum. Ratio data fit m:n. Unus cz 

arcubus^uzfitis fi m •, alter erit r>*;ergonrr:nT,feum:ff.*: Sc.mr .'Sc.nr , 

crgoy/m:Jn::Sc.m*: Sc.nr. Introducamus notam formuliim linus crem 
>li, & inveniemus 

. , m «M 


multipli , 


Cc -f" t/ — I.Jc.v — (CCtr^^~I,Sc,w 
xr y/-~ i 




,Jc.T — ( C c.r — y/ — i .Se. 


■ - Per hanc formulam deter- 

n— i , 

It yf t 

minabitur arcus «, quo determinato habemus arcus m*, »r, qui requiruntur. 

1$. Si ratio m;nit rationalis, ut duo numeri m,n fint tntegri,quod fem- 
per fieri potefi, elatis binomijs ad fuas poteflates, omnia imaginaria abifai nt, 
& obtinebitur algebraica zquatio, per quam definietur i'c.*,adeoque inve ’e- 
tur algebraice arcus * . Exemplis res iliuflraoda . Sit m = 1 ; n = erit 

j:y/i::Sc.t: feu Cc.» = -^, quem fcimus cflii 

/ y/x 

cofinum femiquadrantis: igitur unus arcus erit quadrans, alter femiquadrans , 
quod notiffimum efi . Quapropter fi parabola fecet curvam finuum in c, ordi- 
oata ex altero feRienis punAo dufia bifecabit ab. V'erum infiniti fnoT arcus. 


Ttm. II. 


Q.q 


quo- 


% ■ 

..-h 


-i 
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qaorura coflaus , exiftf at« finu aut poiltivo , aut ucsatlvo ; Hi omoe* 
fi comparentur cum eorum duplis funt in ratione fuorum finuoia duplicata . Sit 

m = iy »=3 fiet ^ ______ ..*.r . 3 C#.« — 


— — » s ■ — 

Jc.» :.*r .•4CC. 


'X > 
r — r 


Arcus itaque, cu> 


• • /, -*.*V v/?-*-* 

Igitur Cctr =s^ 

JUS hic eft cofious ad fuun triplam erit in ratione direfta duplicata fiiiuunvw. 
Quo majores erunt numeri »*,», eo altior proToniet aequatio, fcd fcmper al- 
gebraica, fi ipfi (int numeri rationales. 

zd. Quod fi fuerint furdi, aut etiam tranfcendentes, inreoiemus leriem , per 
quam Cc.» poterit determinari. Ea autem fic erit,poCto a »& » quocutBH 


que numero 


Cc. 


.«—3 



&C. quzfi 


dividatur per Xc.», tum pro Xc. » ,fcribatur r — Cc.» , ejefto finu » m* 
liil continebit incogniti przter Cc.r. Hoc problema propofui, quia ab eo de- 


i C, ut quadratum A C ad qwdratuen A It ; led quanratum 
ti K A; Ergo eiicul»» AEB eft duplus circuli ADBC; 
equalis lemicirculo A D B/ igitur ablato communi fintio 
Ulla ADBE zqualis triangulo ABC. Prima bzc luno* 


pendet problema quod fequiture 

17. Problema undecimam. Invenire infinitas lunulas circulares quadraturam 
algebraicam admittentes. Hy pocrates Chius in circulo, (F^g. 1 1) cujus centrum C, fum- 
pfit quadrantem GA B, ejufque chordam AB bifecavit radio CE in K.Tum 
tafto centro in K intervallo KA=:KC dcfcripfit circulum A D BC.His effe- 
dUs quoniam circuli funt in duplicata radiorum ratione conftat circulum AEB 
efle ad circulum ADBC, ut quadratum A C ad quadratum A K ; fed quadratum 
ACeft duplum quadrati KAj - • • •- 

cr^ quadrans CAB zqualis 
AiiBiC remanebit lunula ADBE zqualis 
la algebraice quadrabitis obfervata fuit a Grzco i^ypocrate . 

a8. Qizrantur aliz infinitz lunulz algebraice quadrabilcs.Slt feflor CAB 
{Fig. 13 j divifus bifariam a radio CE, qui dividit chordam AB ad angulos 
reftos in H. Centro K pofito in radio CE, St radio KA intelligatur duicri* 
. ptus alius fe£lor KADB.Si ifti duo feflores zquales fuerint, tunc dempto com* 
muni fpatio KAEB remanebit lunula ADBE zqualis reftilinco ACBK ,at> 
que adeo algebraice quadrabitis. Quzrendz itaque conditiones , fub quibus ac» 

S uaies funt lepores. Produc CE in D, ut habeantur (e£lorum dimidia BCE, 
K. D pariter zqualia. Age CF p^IIclam KB, & duc F6 normalemradio 
CE. Quando arcus fe£K)rum zqualium funt reciproce ut radij, erit 
E B; D B;,> K B-:C B,* fed es fe£lorum KBD, FCE fimiliiudiu cft 
DB:EF:;KB:CF=CB.- ergo componendo rationes 

atqui KB:CF::BH:FG; igitur 

fcilicct arcus £ B , £ F fuot ia fuoruin finuom ntiend 


EB.EF::KbNcB*; 


EB:EFr:HB 
duplicAt . 


■GF 


•• 








1^^ 
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19. luqM ia dato circulo ABF per problema prxcedeits determinentur 
duo arcus EB^EF, qui fiat in fuorum finuum ratione duplicata, & juo£)aCF, 



verfo ordine. Nam ex confiru^one eft 
EB;EF:.•HB^GJ•^•:KB^■CF*=CB*; atqui 

E FrD B ; :C F = CB/K B;ergo EB‘DB.':KB:CB;funt igitur arcus EB, 
D B io ratione fuorum radiorum reciproca, ergo zquales fe£iores C B E , K B D, 
adeoque etiam dupli CBA, KBA/ ergo dempto communi KAEB remanet 
lunula A QBE squalis reSilineo CAKB. Anteouam aliquot determinationes 
peragam, duo bzc jubeo te diligenter diflinguere. Aliud efl lunulas eiiealgebrai- 
ce quadrabiles, aliud efi lunulas algebraice qoadrabilespoITealgebraice determi- 
nari. Primum femper verum cft, quoties arcus EB,EF fin^ut (iioran finunm 
quadrata. Secundum obtineri non poteft, nifi quum arcus EB, £F funt ia« 
ratione cfTabilt. 

iO. Si pun£lum F cadat in quadrante El,i>ua£tum K cadet inter C, H, 
atque adeo lt£lor K A D B erit minor fcmicirculo . Si F cadat in I , punftum 
K coincidet cum H,& feftor KADBerit femicirculus, & orietur lunula Hy> 
pocratis. Si punAuro F cadat in fecundo quadrante 1 L ^ punfium K cadet ultra 
pun£la C,H, & feAer iit major lemicirculo. Hz lolutiones femper obtinentur 
excepto cafu, obi arcus dati AB dimidium EB foret zquale fuz tangentis 
dimidio, ut conflat ex fuperiore problemate. 

31. Verum decrcfccnte arcu EB unus, aut duo arcus oriuntur, qui definunt 
in femicirculum LOE,ad quos EB efl in duplicata ratione fuorum finuum . Vi- 
deamus quid accidat in lunulis . PunAum fit a F.Tunc du£ia BK parallelaC a F 
invenies UAorem C A B efie squalem toti circulo radi K B addito (c£lorcK A D B; 
ergo dempto communi AEBK remanebit re£iiiineum AKBC zquate toticir- 
culo radi KB addita lunula AEBD, quz quantitas proinde eflet algebraice 

S uadrabilis. Quod idem verificarctur , fi punflum iF tranfircr in ultimum qua- 
rantem OE, cum boc tantum diferiminequod K collocaretur pofl punfiaC,H . 
Si comMratio fiat inter arcum E Bdefinemem in fecundum quadrantem tum ar- 
cu E B r delinente in quadrante tertio {Fig. 14) ducatur B K parallela C F & centro K 
defcribatur circulus A BM. Invenies fpatium circulare C A E B= integro circujo 
ABM addito feriore KAB. Adde utrique fpatium CADB, & flet lunula_. 
AEBD zqualis circulo ABM fimul cum quadrilatero KACB,' igitur diffe- 
rentia inter lunulam A EBD,& circulum A BM,zquabitquadrilaterumK A C B, 
adeoque erit algebraice quadrabilis. Idem preveniei, fi punfinm F tranfeat in 
tertium quadrantem, cum hoc tanium diferimine ,quod K litum erit inter punita 
C,H.Si comparentur duo arcus E A B,E A F{Fi^. 15 )qui definant in tertium 
feiforem , du£la BK parallela CFjJnveoies totum circulum E A B, addito feftore 
CALB zqualem toti circulo ADBMjiddito feftore KBDA. Auferatur Ipa- 
tium KBLA.Sc flet totus circulus E A OjidditoqnadrilateroC BK A, zqualem 
circulo A DBM, addita lunula ADBL: ergo quadrilaternm CBKA zquabit 
diflarentiam circuli A DBM addita lunula A D BL, & circuli EAB, quz diffe- 
rentia propterta erit algebraice quadrabilis. Hzc exempla fint fatis ;cx bisenim 
potes cognolcere, quid accidat in infinitis cafibus, ubi comparantur arcus fer- 
vantes duplicatam rationem finuum, qui arcus exciunt fcmel, bis, ter totma^ 
cixeumferentiam. ^ 
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Problem» daodecImdra.lR fapctfick qiitrts ^mis bemUtlMiit A^DG 
(Fig. } (ic ducere lineant ut luauia A(^OA Gt 

bilis. Per axem AC ducaetor circuli maximi isGnite proxiak-A Aqii 
iecaiues curvam. AQ.[> in Q;,q,& circulum RM D in M. , nr. ponitis 
in axem AC demittantuc normales Q.P, qp^ tum in BC ex M, i» 

normalea MM, mn, demum ex Q, agatur QO parallela Mm.V«$ntiK 
BW = s, Mm=:dr^ BN = x Nn=dx, A P = Pp = d^,PCi=^,ra* 
dius fphxrae =e, HiPce przmitus mtaifellum efl,rntioeum A^qfHe elem^ 
tum IuaujX ; fed' trilineum QO q eft inGniteGmum lecundi ordmia,^ttm A QG 
Gc primi / ergo illo- omtlTo lunuix elementum ent A Q, 0 . Ut 
linei aaalytice reperiatnr , paralleli M m agantur arcus V u. 
xirai, & ex V in AC demittatur normalis VT. Vocetur A Tiarr, V 
Quoniam V u ell arcua defcriptus radio. V T ^ valet proportio '#.- V T=.^,* 

Mm = df: V u=i ~~i ^ quoniam VZ eft elemcntanr arur A V^,* ^oir ^ 

nua verfua eft A T=r, Gnus rtilus VT=«, erit VZ = ergOf tesSfc 

gulum VuzZ= — - . ^^ = dsdr; igitur integrando in fnppoGtione dt coir- 

A 90 

Dantis babebitnr trilineum AVu = /ds, & fafta A T = A P , hoe eft r = «, 
•Eit trilineum A QQ=zds. Inventum eft itaque lunuix elementum. 

3j. Litet neminem yds— — ; ergo lunuix elementum 

ardx v/t#x — 

AQO— - — ^ — ; ergo integrando pars lunuix intercepta inter. fuumpe> 

y/^aX — XX. . 

rimetrum. A Q^ & arcum, circularem AQ erit =S — poGtis tam 

zaK — xX 

X, qaanr :^=#^ habebitur integra lunula. Quapropter defcnpio quolibet'. dr> 
culo maximo A QM,8c duAa M N normali inBC,G' ita determinetur A P=. 7 

per BN = x, ut formula. — — evadat algcbraice integrabilia ; demum 

ax — *;x; 

ex punSo P agatur radio AC normalis PQ in plano circaM APM", pnnaum 
Q ent in curva quaeltta . Omnia alia curvx punda fimili ratione determsaiB. 
tnr. InGnitis. modis determinari poteft z per x, nt lormula Gat algcbraice in* 
t egrabilis. Indicabo illum, qut maxima Gnrpliciiate donatum eft. Sit 
y/ijx — XX hoc eft A M N , erit lunula =r S#dx=r «x-, A fafla x^#, 

tota lunula =##. Quare G polito circulo max.mo quolibet AQM', ducatur 
MN perpendicularis in BC, tum ablcindatur A P = M N , & in piano circuli 
agatur normalia PQ, pundum- Q, & alia Gmiliter determinaia erunt in cur- 
va AQD,. cujus integra lunula A QD A xqualls erit radij^ quadrato. Si veiis 
lunulam habere ad quadratum radi) rationemdatam, ponenda eH^=m«/a #x-x»^ 
& invenies integram iunniam z=mait;hoc cit ad ## efte ut m.- i.. 

34. Quod h cupias,, non lanulam A Q D A , fed ungulam. A H B D QA 
eTse algebraicB quadrabilem , adverte , trilineum AQO' iaveniiim> eile r; 
ergo pofita z = A C = a , erit trUineqnii AMca = adt;, ergo M QO m =: 

s — z.ds~—~^~- 


v'a»x— XX 


, fcd MQOffl eft clefflentum ungulz; ergo integran* 
• ' do 
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do erit pars ungu!» iatercaptse a quadrante A H B, ab arcubus cirruliribnl 
B M, MQ.^ & ab ejua perimetro QA = S ^ — ia qua,fa£U integras 

y/ i a X — XK 

tione, fi ponatur tam 7, quam a = e, habebitur totius utigulz fuperficies. !• 
girur, ut bzc algebraice exprimatur, necefie eft, ite dari p«r x, ut formula 
evada t alge braice integrabilia. Sit ^ =e, feu AP = BN. Ungula fiet 

= e\/a4 x— XX, St faffa x=rn,totr ungula =r«r.ConSr»r 

^ lax — XX 

Aio curvz eodem modo peragitor. Nam accepta quoli bercircor* maximo A 
doAoque arcus BM fihtrM N^ablcinde A P=: BN,& in circuli maximi' A QMC 
plano duc P Q; normalem' AC;rpunAum Q, & alia' fitriliter determinata e* 
runt in curva requ<fita.. Quoniam urcuum B M, AQ finus verfi- BN, A P z* 
quales fnnt, aequales erunt areux BM,AQ. Itaque abfeifio ubique A Q=B \1 
obtinebitur curva, quz ite per motuffl' delmibii fwteff ad modum fpyralis . ln« 
teraa dum cireult maximi quadrans A H B date cunr velocitate rotatur circia 
axem AC, punAum A moveatur zquabiliter per circumferentiam quadrantis, 
ha in pun Aurum' A, B' eadem fit velocitas, punAum A femmr reperietur ia- 
oueve pauiloi ante, deferipu , qus uogulam> habet obloiuta quadrabUcm.- 
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